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Prefazione

In questo corso diamo un’introduzione ai concetti basilari della probabilita, mentre la statistica
la dobbiamo rimandare ad un corso piu avanzato; si veda I'introduzione. Nostro scopo ¢ di
discutere questi concetti senza riferirci ad attrezzi della matematica piu avanzata (come la teoria
della misura) ma, comunque, in modo matematicamente rigoroso basato solo sulle conoscenze
di analisi ed algebra dei corsi precedenti.

Conseguentemente, noi facciamo probabilita su algebre booleane di eventi, non su o—alge-
bre; quest ultime, nonostante la base della maggior parte dei corsi di probabilita, sono decisa-
mente fuori nostra portata. Un prezzo da pagare c’e: La teoria che otteniamo ¢ meno potente.
Infatti, mentre le o—algebre di eventi contengono tutti gli eventi immaginabili (e ancora piu
eventi non immaginabili), noi spesso ci vediamo costretti di aggiungere certi eventi “naturali”
alle nostre algebre booleane. Percio, svilupperemo diversi metodi che lo rendono possibile e -

piu importante - possibile in modo unico, cioe, in modo “naturale”.

Alcuni fatti sulle algebre booleane e probabilita su esse sono delegati agli Appendici B e
0. I’ Appendice B sulle algebre booleane ¢ solo un supplemento che contiene anche le dimo-
strazioni di alcuni risultati del calcolo dei insiemi i quali dobbiamo, comunque, supporre ben
noti gia da altri corsi. L’ Appendice [, invece, contiene precisazioni sull’esistenza di probabilita
su algebre booleane. Anche se il livello dell’ Appendice O rimane sempre elementare, non ci
rimane abbastanza tempo per discutere tutti i dettagli in lezione. Soprattutto I’ Appendice 0 non
¢ ancora completato. Lo facciamo in una prossima edizione.

Né I’ Appendice B né 1’ Appendice O fanno parte dell’esame.

L’ Appendice [AT, invece, presenta i risultati basilari del calcolo combinatorio ed alcuni
fatti sulle serie assolutamente convergenti. Questi risultati, sebbene non le loro dimostrazioni,
li supponiamo noti anche per gli esami, perché sono stati discussi nei corsi Matematica I e I1.

Queste dispense contengono ampio materiale supplementare, che ¢ stampato in caratteri pil
piccoli ed in larghezza ridotta (come, per esempio, alcune dimostrazioni o le sezioni indicate
con “nota matematica”). Intere sezioni supplementari sono indicate con “Appendice” o con
un asterisco. Il materiale supplementare non fa parte del programma ma serve solo a fornire

ulteriori informazioni a chi le dovessero interessare. Un’eccezione sono gli esercizi integrati
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nel testo che fanno parte integrante del corso, comunque formattati come le parti supplementari
per distinguerli meglio dal testo principale.

Parti indicate “Osservazione” sono come “Proposizioni”, solo che la dimostrazione ¢ in-
tegrata nel testo. Le conclusioni enunciate nelle osservazioni sono da considerarsi note come
quelle delle proposizioni. I risultati pit indispensabili sono messi, comunque, in un box per in-
dicarne I’importanza. La collezione dei contenuti di tutti 1 box costituisce la spina dorsale delle
conoscenze che vogliamo acquisire in questo corso.

Ribadisco cio che ho detto in lezione:

La matematica non si puo imparare.

La matematica deve essere acquisita!

E impossibile imparare la matematica leggendo un libro o ascoltando passivamente una lezione;
¢ solo possibile acquisirla, svolgendo con regolarita gli esercizi, testando in tal modo se gli
argomenti presentati in lezione fossero davvero stati capiti! Non ¢’¢ problema se uno non puo
venire in lezione; basta che legga contemporaneamente le parti corrispettive di queste dispense!
Chi, pero, non lo fa o non si esercita con regolarita svolgendo gli esercizi, non puo sperare di

superare 1’esame.

Iniziare di sfogliare le dispense qualche giorno prima

dell’esame ¢ un atteggiamento senza speranza!

Per avere un’impressione che ci aspetta all’esame, ¢ consigliabile guardare i problemi del Foglio
A e risolverli tutti quanti. (Chi I’ha fatto durante il corso, avra poco da lavorare. Chi non I’ha

fatto ...) Di solito, nell’esame non si va oltre i problemi del tipo come appaiono nel Foglio A.

Michael Skeide, Pesche, Ottobre 2014
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Introduzione

Sia la statistica che la probabilita si occupano di fenomeni aleatori. Con cio intendiamo un espe-
rimento con esito non determinato. Esperimenti tipici sono il lancio di una moneta, I’estrazione
del lotto, 1’osservazione del sesso di neonati, il numero d’incidenti in un anno, la misurazione di
quantita fisiche o economiche, eccetera. Tutti questi esperimenti hanno in comune, che 1’esito
di ogni singola osservazione puo variare: Non ¢ determinato. Se in un tentativo esce un risultato

x, non ¢ detto che in un altro tentativo non possa uscire un risultato y diverso da x.

Mentre la statistica descrittiva si occupa esclusivamente della raccolta di tali dati e della loro
“organizzazione”, la probabilita vuole fornire un modello probabilistico del fenomeno aleato-
rio, che ci permette di fare predizioni sull’esito dell’esperimento. Cioe la statistica descrittiva
si limita a raccogliere dati e ad analizzare la loro struttura (rappresentazione grafica, calcolare
indici numerici come la media o la varianza). La probabilita invece, una volta scelto il modello
probabilistico, cerca di predire i risultati di una raccolta dati. In altre parole, la probabilita cerca
di spiegare teoricamente perché 1’elaborazione grafica o numerica di dati concreti abbia proprio
I’aspetto che ha. L'inferenza statistica, infine, vuole rispondere alla domanda quale potrebbe
essere il modello probabilistico “pit giusto™ per il meccanismo aleatorio che abbia prodotto un

campione di dati concreti.

Statistica descrittiva: Probabilita:

Predizione dati

— Elaborazione dati — Modello probabilistico

\fput Oll'[pV7

Inferenza statistica:

— Scelta del modello probabilistico
sulla base di dati concreti

Tutto sommato, la statistica descrittiva si occupa esclusivamente di dati concreti rilevati in un
esperimento. La probabilita invece ¢ una teoria matematica disegnata con lo scopo di descrivere
il meccanismo del fenomeno aleatorio dietro I’esperimento: Una volta scelto il modello per tale

meccanismo, la teoria fa delle predizioni sui risultati di un eventuale esperimento. Se, pero,
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le predizioni non concordano con i dati concreti, non € mai la colpa della teoria; ¢ sempre la
colpa di chi ha scelto il modello sbagliato. L’inferenza statistica ¢ 1’unica disciplina che mette in
confronto i dati concreti con il modello teorico. Una volta rilevato un mazzo di dati, I’inferenza
statistica ci aiuta a scegliere un modello ragionevole (stima, intervalli di fiducia) e di rispondere
alla domanda se un modello particolare possa aver prodotto questi dati (Zest).

L’inferenza statistica ¢, quindi, probabilita applicata. Non ¢ possibile comprendere 1 con-
cetti dell’inferenza statistica senza prima aver acquistato una conoscenza di base solida della
probabilita. In questo corso ci limitiamo ad acquistare questa conoscenza di base della proba-
bilita, mentre I’inferenza deve rimanere riservata ad un corso avanzato. La statistica descrittiva
gioca un ruolo in quanto ci serve come motivazione per le definizioni che seguono. (Concetti
della statistica descrittiva come le frequenze relative e la media motiveranno gli assiomi della

probabilita e la definizione dell’attesa.)

All’inizio di ogni esperimento bisogna specificare i possibili risultati che I’esperimento possa
avere. E chiaro che ogni volta che eseguiamo 1’esperimento, dei risultati possibili si verifica
uno e uno solo. Annotiamo con Q I’insieme di tutti i risultati con e chiameremo Q lo spazio

campionario dell’esperimento. Facciamo alcuni esempi:
I.1. Lancio di una moneta: 2 = {testa, croce}.

I.2. 1l colore di una pallina estratta da un’urna che contiene N palline, di cui n bianche e N —n

rosse: = {bianco, rosso}, oppure pitl brevemente Q = {b, r}.
I.3. Lancio di un dado: Q ={1,2, 3,4, 5, 6}.
[.4. L’altezza di un italiano al suo ventesimo compleanno nell’anno 2005: Q = R, = [0, 00).

Nell’ultimo esempio abbiamo scelto un continuo di valori possibili, anche se il numero N degli
italiani che hanno compiuto i vent’anni nel 2005 ¢ decisamente finito. Se sapessimo le loro altez-
ze, potremmo anche formare un insieme elencando semplicemente tutte le altezze {wy, ..., wy}.
Il problema e che (soprattutto nella statistica) spesso vogliamo proprio evitare il compito di
esaminare 1’intera popolazione ancora prima dell’esperimento . (Il prezzo da pagare sono alcu-
ne difficolta tecniche dovute a questo continuo di valori, che risolveremo solo nel Capitolo B e
nell’ Appendice O.)

L’esempio ci dice anche che la scelta dello spazio campionario non ¢ per niente unica. Tocca
a chi modella I’esperimento fare la scelta piu opportuna. Consideriamo il seguente esercizio per

scelte diverse, di cui effetti studieremo pitu tardi:
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Esercizio. Consideriamo il lancio di due dadi. Siamo interessati alla somma dei due nume-
ri. Per la scelta dello spazio campionario di tale esperimento (in un modo che ci permette
di determinare la somma) ci sono parecchie possibilita. Costruiamo i seguenti spazi cam-
pionari Q,, ) e Q. dove i risultati sono:

a. Le coppie ordinate (n, n,) dove i dadi sono ben distinti (diciamo uno blu, uno rosso)
ed i numeri n;, rispettivamente n, corrispondono al valore del dado blu rispettivamente
del dado rosso.

b. Le coppie {n, m} non ordinate, dove non ci interessa quale numero ¢ apparso su quale
dado.

c. Le possibili somme.

Per ognuno dei casi (a), (b), e (¢) scrivere una lista di tutti gli elementi dello spazio cam-
pionario. (Suggerimento: Puo essere utile di rappresentare gli elementi di €2, in un modo
che mette in evidenza la struttura di Q, come insieme prodotto.)

Studieremo il concetto di spazio campionario e, soprattutto, I’insieme delle domande che vog-

liamo porre all’esperimento (gli eventi) nella Sezione [Tl

E importante notare che alcuni esperimenti hanno come risultati numeri (forse decorati con
un’unita di una quantita fisica come nell’Esempio [4) mentre in altri esperimenti i risultati sono
distinti solo qualitativamente. (N€ il colore della pallina che esce nell’Esempio [ né il simbo-
lo sulla moneta dell’Esempio [ sono numeri.) Infatti, i dati che risultano da un esperimento
vanno suddivisi in dati quantitativi e dati qualitativi. 1 Esempio [3 ¢ ambiguo. Certo, a pri-
ma vista, il risultato € un numero intero fra 1 e 6. Ma veramente i numeri sono solo un modo
di distinguere i sei lati del dado. Avremmo benissimo potuto scegliere sei colori diversi allo
stesso scopo. Numeri hanno il vantaggio che con loro ¢ possibile fare delle computazioni (per
esempio, calcolarne la media). Percio, la trasformazione di dati in dati numerici, con cui calco-
lare, tramite il concetto di variabile aleatoria ¢ fra le cose piu importanti. Studieremo questo

concetto ampiamente nei Capitoli @ e B.

Se lanciamo una moneta una volta, il risultato per forza assume uno e uno solo dei valori festa
o croce. Comunque, il fatto che in un solo tentativo si verifichi, diciamo, festa non significa
che la moneta favorisca il risultato testa. Al contrario, noi ci aspetteremmo che la moneta non
truccata non dimostri nessuna preferenza per nessuno dei due risultati festa o croce. Il modo
in cui quantifichiamo questa nostra convinzione ¢ sempre lo stesso: In una serie di, diciamo

M, ripetizioni del lancio il rapporto % fra il numero m, di teste ed il numero m, = M — m, di
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croci non dovrebbe risultare molto lontano dalla parita, cioe, da 1. Piu volte lanciamo, piu ci
aspettiamo che il rapporto sia vicino ad 1. Al contrario, se anche dopo un numero “alto” di lanci
il rapporto continua ad essere ‘“‘significativamente” diverso da 1, inizieremo a sospettare che la
moneta potrebbe essere truccata. (Stabilire che cosa sia un numero “alto” o che cosa sia una
deviazione ‘“‘significativa” da quello che ci aspettiamo ¢ compito dell’inferenza statistica.)

Piu generalmente, se eseguiamo ripetutamente un esperimento con spazio campionario (per
semplicita, finito) Q = {wy, ..., wy}, ci aspettiamo che i risultati ottenuti xy,...,x) € Qin M
verifiche si distribuiscano sui possibili valori w € Q in tal modo che le frequenze relative di
ogni risultato possibile w

#Hmefl,...,M}: x,, = 0} numero di verifiche in cui appare w

hM o —_

© M numero totale delle verifiche

esprimano una misura per quanto I’esperimento favorisca I’esito w. Tutto sommato, se il numero
di tentativi M & abbastanza grande, ci aspettiamo che la frequenza relativa h ci indica quale sia
la probabilita che esca il risultato w. Se, per esempio, in M verifiche ¢ sempre uscito il risultato
w, ossia se K = 1, supponiamo che il risultato w sia sicuro perché esce con probabilita p,, = 1.
Al contrario, se in M verifiche il risultato w € uscito mai, ossia se hf = 0, supponiamo che il
risultato w sia impossibile perché esce con probabilita p,, = 0.

Le frequenze relative si godono di alcune proprieta particolari che, nella Sezione [, ci ser-
viranno per scegliere gli assiomi della probabilita. Usufruiremo delle frequenze relative anche
per avere un’idea su come modellare due esperimenti indipendenti nella trattazione del Numero
X1 Infine, questa argomentazione ritorna nella Sezione B2 quando parleremo di indipenden-

za vera e propria nella probabilita.

Non ci dobbiamo dimenticare, perd, che le frequenze relative h" calcolate in M verifiche so-
no e rimarranno risultati empirici di un esperimento. Le probabilita p,, alle quali le frequenze
relative dovrebbero avvicinarsi per grandi M, sono quantita teoriche all’interno di una teoria
matematica. Il nostro intuito ci dice, che la probabilita teorica di avere deviazioni grandi delle
frequenze empiriche h¥ dalle probabilita teoriche p,, dovrebbe essere sempre pill piccola se au-
mentiamo M abbastanza. Quest’ultima frase si lascia formalizzare all’interno della teoria che
stiamo per costruire nei seguenti capitoli. Infatti, sia & > 0 un numero strettamente positivo. An-
notiamo con P( WM — p,| > 8) la probabilita che in una successione di M verifiche la frequenza
relativa 1Y risulti distante da p,, per pit di &. Uno dei teoremi pit fondamentali di tutta la teoria

(che dimostreremo nella Sezione B3), la legge dei grandi numeri, afferma:
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La legge dei grandi numeri (versione debole per le frequenze relative). Sia p,,

la probabilita del risultato w € €. Allora per ogni € > 0 vale

AlliI&P(Ihﬂf—PwIZS) = 0.

Osserviamo che tutte e due le probabilita, p,, e P( |hi‘f — Dol = s), sono quantita del tutto teoriche
all’interno della teoria. Il teorema mette in confronto queste quantita teoriche con le frequenze
relative ottenute in un esperimento reale. E una delle cose piil belle e piti convincenti, che in tal
modo la teoria confermera quello che noi, intuitivamente, ci aspettiamo.

Il teorema dice che aumentando il numero di misurazioni, prima o poi la frequenza relativa
di un risultato w ci da la probabilita di w a meno di un errore € > 0 che possiamo scegliere noi.
Non ci dice in nessun modo quale numero M di verifiche sara sufficiente per un certo € e un
certo w. Una risposta a questa domanda dipende moltissimo dal modello in considerazione e
fa parte dell’inferenza statistica. Nonostante, la legge dei grandi numeri (con le sue variazioni
a volte molto sofisticate) ¢ alla radice di ogni tentativo dell’inferenza statistica di mettere in

relazione la teoria con i dati reali.

Come possiamo notare, in tutta la storia le frequenze relative, ossia la percentuale in M verifiche
di un certo risultato, giocano un ruolo cruciale. L’'idea di poter fare M verifiche dello stesso es-
perimento, secondo 1’autore, ¢ alla base di ogni probabilita: L’esperimento, almeno idealmente,
deve essere ripetibile! E, almeno idealmente, ogni esperimento ¢ ripetibile. Basta immaginar-
si una ripetizione sotto condizioni uguali. Su un esperimento aleatorio (cio¢ con esito incerto,
ossia dove nessun risultato esce con probabilita 1) reale non ripetibile, la probabilita non puo
dare nessuna informazione verificabile. Anche se la probabilita che da un mazzo di carte pesco
la dama di cuore & piuttosto bassa, il fatto che in una sola verifica mi riesca I’impresa, dal punto
di vista della probabilita non significa proprio niente. Anzi, parlare di un fenomeno aleatorio
assumendo che ci sara una sola verifica, non lo consideriamo proprio giustificato: Prima di fare
almeno due tentativi con esiti diversi non si puo neanche verificare se il fenomeno sia veramen-
te aleatorio (ossia, con esito incerto) o magari deterministico (ossia, un esperimento che sotto

condizioni uguali porti sempre allo stesso medesimo risultato).
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Capitolo 1

Spazi di probabilita booleani

Nella letteratura la nozione di spazio di probabilita ha un significato ben specificato. Questa
nozione ¢ piu rigida che quella che stiamo per usare noi, benché inevitabile nelle applicazioni
piu sofisticate. L'uso appropriato di spazi di probabilita richiede, pero, una certa abilita tecnica
(1a teoria della misura) che, normalmente, possiamo aspettare solo da studenti di matematica.
Noi, in questo corso, riusciamo a lavorare con una struttura piu elementare che, per evitare
equivoci, chiameremo spazi di probabilita booleani. 11 nome si riferisce soprattutto al fatto
che lavoriamo con algebre booleane di eventi (invece delle o—algebre di eventi della teoria
generale) e con probabilita che sono semplicemente additive (invece della o—additivita della
teoria generale). Oltre ad essere piu elementare, la nozione di spazio di probabilita booleano
ha anche il vantaggio di essere perfettamente motivabile, mentre la nozione piu rigida, infine, si

giustifica solo dal fatto di essere piu potente nelle applicazioni.

1.1 Algebre booleane di eventi

Abbiamo detto nell’introduzione che alla base della modellazione di un esperimento aleatorio

¢ la scelta dell’insieme € dei possibili esiti dell’esperimento.

L’insieme Q chiameremo lo spazio campionario, i suoi elementi w € Q i risultati

dell’esperimento.

Ogni volta che eseguiamo I’esperimento si verifica sempre esattamente uno dei risultati w di Q
(naturalmente non necessariamente sempre lo stesso). Ne concludiamo che €2 debba contenere

almeno un elemento.

Uno spazio campionario non ¢ mai vuoto: Q # (.

7



8 Capitolo 1. Spazi di probabilita booleani

La domanda “si ¢ verificato il risultato w?” ha la risposta “si”’, se e solo se si ¢ verificato il

risultato w e, quindi, nessun altro risultato w’ # w.

Una domanda che ammette solo le risposte “si” e

“no” chiameremo una domanda binaria.

Non tutte le domande binarie che possiamo porre all’esito dell’esperimento sono collegate alla
verifica di un solo risultato. Per esempio se lanciamo un dado, possiamo chiedere se il numero
che si ¢ verificato sia dispari. Riferendoci alla descrizione dell’esperimento “lancio del dado”
con lo spazio campionario Q = {1,...,6} come nell’Esempio [, la risposta alla domanda
“il numero ¢ dispari?” ¢ positiva se il risultato w rilevato fa parte del sottoinsieme {1, 3,5} di
Q ed ¢ negativa se w fa parte del sottoinsieme complementare {1, 3, 5}C = {2,4, 6}. Vediamo
che, in perfetta sintonia con 1’'uso della lingua, questo sottoinsieme complementare contiene
esattamente questi risultati che rispondono alla domanda opposta “il numero non ¢ dispari?”’
rispettivamente “il numero ¢ pari?”’ nel senso affermativo.

Piu generalmente, ad ogni domanda binaria che possiamo porre ad un esperimento, corris-
ponde in modo univoco un sottoinsieme di €2, il sottoinsieme che contiene tutti i risultati w che

rispondono alla domanda nel senso affermativo:
“domanda binaria” ~» {w € Q: per questo w la risposta alla domanda ¢ “si”’} c Q.

Vice versa ad ogni sottoinsieme A di Q corrisponde almeno la domanda (un po’ sintetica) “il

risultato € un elemento di A?”.

Chiameremo un sottoinsieme A di uno spazio campionario 2 un evento di Q. Un
evento elementare ¢ un evento {w} che contiene un unico risultato w € Q2. Chiame-

remo Q [’evento sicuro e chiameremo 1’insieme vuoto () I’evento impossibile.

N.B.: Un risultato € un elemento w di 2, mentre un evento elementare € un sot-

toinsieme {w} di Q che contiene un solo elemento w € Q. Ovviamente, un evento

elementare {w} € un evento. Un risultato w di © non € un evento di Q.

Gli eventi corrispondono alle domande binarie che possiamo porre all’esperimento. Spesso il
nostro spazio campionario 2 permette di porre pit domande (ossia, ) ha piu sottoinsiemi)
di quelle che ci interessavano quando abbiamo deciso di modellare un esperimento su questo
spazio campionario Q. Per esempio, per la domanda che abbiamo posto al lancio del dado,
dispari o pari, gli unici eventi rilevanti sono {1,3,5} e {2,4,6}. Avremmo benissimo potuto
modellare I’esperimento sullo spazio campionario di due elementi Q" = {d, p}, dove d sta per
“dispari” e p sta per “pari”. Per quanto riguarda la modellazione dell’esperimento “dispari o

pari” i due spazi campionari {1, ..., 6} e {d, p} s’equivalgono.
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Notiamo che I’evento A = {1,3,5} di Q = {1,...,6} ha la descrizione verbale “il numero
¢ dispari” o semplicemente “dispari”. L’evento contiene esattamente tali risultati che rispon-
dono nel senso affermativo alla domanda “il numero ¢ dispari?” o semplicemente “dispari?”.
Tale descrizione verbale dell’evento ha perfettamente senso anche se decidessimo di modellare
I’esperimento sullo spazio campionario {d, p}. Infatti, prima della modellazione bisogna semp-
re rendersi conto a quali domande 1’esperimento debba rispondere, cio¢ quali eventi il modello
debba ammettere. In due modellazioni diverse dello stesso esperimento un evento puo avere la
stessa descrizione verbale mentre la sua realizzazione come sottoinsieme degli spazi campio-
nari diversi ¢ diversa. (Soprattutto sono sottoinsiemi di due insiemi diversi, quindi non possono

essere uguali.)

1.1.1 Esercizio. (L’esercizio dell’introduzione continuato.) Abbiamo realizzato il lancio di
due dadi con I’'unico scopo di individuare la somma dei due dadi su tre spazi campionari
diversi Q,, Qp e Q.. Indicare in ogni caso in modo esplicito gli eventi “la somma ¢ 27, “la
somma ¢ 37, “la somma ¢ 8” e “la somma ¢ pari”.

C’e piu di una ragione perché a volte conviene non ammettere tutte le domande binarie, cioe non
ammettere tutti 1 sottoinsiemi, come eventi rilevanti. Una delle ragioni ¢ di tipo matematico tec-
nico: Secondo il teorema di Vitali non & possibile attribuire in modo consistente una probabilita
a tutti i sottoinsiemi A dell’intervallo [0, 1] in tal modo che la probabilita di ogni sottointervallo
[a,b] C [0, 1] sia la lunghezza b — a; si veda I’ Appendice 0. In tal caso siamo proprio costretti a
limitare gli eventi ammissibili. Un’altra ragione vedremo quando parleremo d’indipendenza di
piu di due eventi e di variabili aleatorie. Una terza ragione, I’ attesa condizionata, € un concetto
della probabilita gia un po’ avanzato che non discuteremo in queste note.

Anche se decidiamo di non ammettere tutte le domande, ci conviene comunque di ammettere
almeno le domande che seguono da quelle gia ammesse tramite le operazioni logiche. Abbiamo
gia notato nell’esempio del dado che la risposta negativa alla domanda “il numero ¢ dispari?”
risponde nel senso affermativo alla domanda opposta “il numero non ¢ dispari?”’. Non ha senso
escludere una delle due domande quando ammettiamo I’altra. Similmente, se A C Q ¢ I’evento

associato ad una domanda, allora I’insieme complementare
AL = (weQ:weA)

di A ¢ I’evento associato alla domanda opposta. Quindi, se A ¢ un evento ammissibile, lo dovreb-
be anche essere I’evento complementare AC. Poi se ammettiamo le domande che corrispondono
agli eventi A e B di €, allora conoscendo la risposta alla domanda “si ¢ verificato A?” e la rispo-
sta all domanda “si ¢ verificato B?”, possiamo facilmente determinare la risposta alla domanda

“si sono verificati tutti e due gli eventi A e B?” (logico “e”) e la risposta alla domanda “si ¢
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verificato almeno uno dei due eventi A e B?” (logico “0”) e non avrebbe senso di escludere

queste domande. L’evento che corrisponde alla prima domanda e

{w € Q: “si e verificato ’evento A” e “si & verificato I’evento B”}

= {weQ:weAAweB} =1 ANB (intersezione),

mentre I’evento che corrisponde alla seconda domanda e

{w € Q: “si ¢ verificato ’evento A” o “si ¢ verificato I’evento B”}

= {fweQ:weAVweB} =1 AUB (unione).

N.B.: Le operazioni N e U hanno senso anche senza specificare €2, ma per il comple-
mentare C occorre sempre indicare ’universo Q rispetto al quale il complementare

va calcolato.

Tutto sommato, chiediamo che 1’insieme delle domande binarie che poniamo all’esperimento
sia chiuso sotto le operazioni logiche “e”, “0” e “negazione”. Come abbiamo visto, questo
corrisponde esattamente al fatto, che I'insieme di tutti gli eventi che vogliamo ammettere sia
chiuso sotto intersezione, unione e complementare. In altre parole, gli eventi formano un’algebra

booleana di sottoinsiemi di Q:

1.1.2 Definizione. Sia Q # () un insieme non vuoto. Un’algebra booleana su Q) ¢

una famiglia A non vuota di sottoinsiemi di €2 che soddisfa le seguenti proprieta:
1. Se A e di A, allora anche AC e di A.
2. Se A e B sono di A, alloraanche ANB e AU B sono di A.

Se Q ¢ uno spazio campionario di un esperimento, diciamo anche A ¢ un’algebra

booleana di eventi di Q.

Con una famiglia A di sottoinsiemi di Q s’intende semplicemente un sottoinsieme A C P(Q)
dell’insieme P(Q) di tutte le parti di Q, di cui elementi sono tutti i sottoinsiemi A di Q, cio¢
PQ) :={A c Q}.

N.B.: Gli elementi di P(Q) (e con cid, anche gli elementi di A C P(Q)) sono insiemi (qui:
sottoinsiemi di Q) che a loro parte possono avere degli elementi (qui: elementi w di Q). Occorre
saper digerire ed interpretare nel modo corretto un’espressione come w € A € P(Q) (che
equivale I’espressione w € A C ) oppure w € A € A (che implica la precedente, precisando
pero che non solo A € P(QQ), ma A € A C P(Q)).
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1.1.3 Esempio. Con A,B € P(Q) (ossia A c Qe B C Q) anche AC, AN BeAUB sono
sottoinsiemi di €, ossia, AC, AN B,AU B e P(Q). Allora P(Q) stessa ¢ un’algebra booleana su
Q # 0.

1.1.4 Osservazione. Poiché la famiglia A non ¢ vuota, esiste almeno un insieme A € A. Con
A, secondo la Condizione (M), anche I’insieme complementare AC & di A. Infine, secondo la
Condizione (), anche I'insieme vuoto ) = A N AC e Pintero insieme Q = A U AC sono di
A. (Un’algebra booleana su Q # () ha almeno questi due elementi e, chiaramente, {0, Q} & gia
un’algebra booleana su ; esercizio!) Vediamo che I’ipotesi che (A sia non vuoto puo essere

sostituita con una delle due (equivalenti) ipotesi @ € Ao Q € A.

1.1.5 Esempio. Sia Q # () uno spazio campionario e sia A C Q un suo evento. Allora la famiglia
B(A) :={0, A, AC, Q} c P(Q) & un algebra booleana su Q, infatti, la piu piccola algebra booleana
che contiene 1’evento A. Se A & I’insieme vuoto o Q allora 5(A) ha solo gli elementi () ed Q (si
veda I’Osservazione [CT4). Altrimenti il numero di elementi di S(A) ¢ quattro. Lasciamo come
esercizio la verifica che si tratti d’un’algebra booleana.

Per esempio, sia Q = {1, ..., 6} lo spazio campionario del dado e sia A = {1, 3,5} I’evento

“dispari”. Allora la piu piccola algebra booleana su € che contiene A ¢
BA) = {0,{1,3,5}, {2,4,6}, {1,....6}}.

Nella descrizione sullo spazio campionario Q" = {d, p}, I’evento “dispari” ¢ descritto dall’evento
elementare {d}. In questo caso 1’algebra booleana S({d}) ¢ {0, {d}, {p}, {d, p} } e, quindi, coin-
cide con P(Y).

E noto che per gli elementi di P(Q) valgono (fra I’altro) le seguenti regole:

ANB = BNA AUB = BUA (commutativita),
AN(BUC) = ANB)UANC) AUMBNC) = (AUB)N(AUC) (distributivita),
AnBUBY) = A AuBNnBY) = A (elementi neutrali),
(ANB)NC = An(BNC) (AUB)UC = AU(BUCQ) (associativitd),
AnBL = ALuBC AuB)t = ALnBC (De Morgan),
ANA = A AUA = A (idempotenza),
AnBnBY = BnBC AuBUBY = (BuBY) (assorbimento).

Le prime tre righe ci dicono che P(€2) ¢ un’algebra booleana astratta rispetto alle operazioni

n, U,C. Con cio, le proprieta della Definizione significano semplicemente che A ¢ una
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sottoalgebra booleana di P(Q). In particolare, A stessa & un’algebra booleana astratta. Tutte
le altre regole possono essere dimostrate usando solo le prime tre (si veda 1I’Appendice B).
Inoltre si puo dimostrare che gli insiemi B U BC e BN BC che soddisfano la terza riga sono gia
determinati univocamente (Proposizione BT). Visto che Q e @) sono insiemi che soddisfano

queste condizioni, ne segue
BnBCL =0, BUB' = Q

(come abbiamo gia usato nella Osservazione [CT°4).

1.1.6 Esercizio. Usare solo le prime tre righe e I'unicita degli elementi neutri per dimo-
strare I’ultima riga.

Come esempio per 1’uso delle relazioni, dimostriamo le seguenti due uguaglianze molto import-

anti.

1.1.7 Proposizione. (AUB)NB = B = (ANnB)UB.

DimosTrAZIONE. Osserviamo prima che (AUB)NB=(ANB)U (BN B) = (AN B)U B. Quindi
basta se dimostriamo solo la prima parita (A U B) N B = B. Per farlo calcoliamo (AN B)U B) N
(AN BC) U B) in due modi diversi. Il primo modo:

(ANBYUBN(ANBYUB) = (ANBNANBYY)YUB = (ANBNBYYUB = OUB = B.
Il secondo modo

(ANBUBN(ANBYUB) = (AUB)NB)N((AUB)N(BC U B))
= (AUB)NBN(AUBNQ = (AUB)NB.m

N.B.: La nostra dimostrazione, oltre alle leggi d’idempotenza e dell’assorbimento, si ser-
ve anche dell’associativita. Nell’ Appendice B, dove partiamo solo con le prime tre rig-
he, I’associativita (Proposizione B-T9) va dimostrata dopo queste uguaglianze (Corollario
BTR). Comunque, qui stiamo parlando di algebre booleane di insiemi e la lista di pro-
prieta usate puo sempre essere verificata con le tabelle di verita riferendosi alle operazioni
logiche.

N.B.: Le regole dell’algebra booleana, sia assiomi che formule derivate da loro,
sono simmetriche rispetto allo scambio N < U (pil, eventualmente, ) < Q dove
dovessero far apparizione. Non disturbiamo tale simmetria con una convenzione
che una delle operazioni fosse piu vincolante dell’altra (come il - che sarebbe piu
vincolante del +)! Di conseguenza non esistono formule come AUBNC o ANBUC.

In una formula che contiene sia N che U bisogna sempre indicare con parentesi quale

operazione deve essere eseguita per primo.
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L’inclusione ¢ una relazione (si veda il corso di algebra [Skelld)]) fra sottoinsiemi, definita come
A C B (ossia, BD A) se w € A implica w € B.

1.1.8 Proposizione.

ACB < ANB=A ACB < AUB=8B.

DmmostrAzIONE. Ci occupiamo solo della parte sinistra. La parte destra la lasciamo come eser-
cizio!

“=": Valga A C B. Dobbiamo dimostrare che w € ANBseesolosew € A.Siaw € ANB,
cioe w € A e w € B, allora in particolare w € A. Vice versa sia w € A, Secondo I’ipotesi A C B
questo implica w € B e, infine, w € AN B. AlloraAN B = A.

“«<=": Valga AN B = A. Dobbiamo dimostrare che w € A implicaw € BMaANB=A
significa che w € A e w € B se e solo se w € A. La parte “se” di questa frase ¢ proprio

I’implicazione che ci serve. m

Notiamo che la conclusione w e Ae w € B — w € A non dipende dall’ipotesi A C B.

Vale, quindi, in piena generalita:

1.1.9 Corollario. ANBCA.
1.1.10 Corollario. A=B < AcCB e BCA.
DimvosTtrAZIONE. “<=": Secondo la Proposizione TR la parte destra, A C B e B C A,

equivale ANB=A e BNA = Be, quindi, A = B. La direzione “=" ¢ ovvia. (Perché?) m

1.1.11 Osservazione. Evidentemente, I’affermazione del corollario segue anche diretta-
mente dalla definizione dell’inclusione e dal fatto che due insiemi sono uguali se e solo se
contengono gli stessi elementi. 11 forte della dimostrazione precedente consiste nel fatto che
non fa nessun riferimento ad insiemi ma solo alle proprieta enunciate nella Proposizione
[TR. Infatti, la relazione A C B puo essere definita come A C B :& AN B = A senza
riferimento ad insiemi. L’equivalenza AN B = A & AU B = B vale, infatti, in ogni algebra
booleana.

1.1.12 Esercizio. Dimostrare A C B < BC c AC

1. secondo la definizione insiemistica A C Bse [w € A = w € B].

2. (x) secondo la definizione A € B :<= A N B = A (cio¢ usufruendo solo delle
regole dell’algebra booleana astratta).
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1.1.13 Osservazione. Dalle regole di De Morgan segue che
ANB = (AnBt = luBht.

Quindi, se A C P(Q) ¢ una famiglia di sottoinsiemi di Q # ( che soddisfa la Proprieta ()
della Definizione [T, allora per controllare che A sia un’algebra booleana su Q basta con-
trollare che (A sia chiuso sotto unioni. Lasciamo come esercizio la dimostrazione analoga che,
alternativamente, possiamo anche controllare solo chiusura sotto intersezioni.

Conviene rifare la dimostrazione che S(A) (Esempio [CT3) ¢ un’algebra booleana, prenden-

do in considerazione anche la presente osservazione. Il risparmio di lavoro ¢ parecchio.

Nell’Esempio T3 abbiamo parlato di un’algebra booleana su Q pil piccola S(A) che
contiene un sottoinsieme A di Q. Infatti, si pud dimostrare che per ogni famiglia C C P(Q)
di sottoinsiemi di un insieme € # () esiste sempre un’unica algebra booleana S(C) su Q piu
piccola B(C) D C. (Esercizo: Dimostrare che

{U(C’fﬂ---f‘cf%k) keN,m eN,Ckecv(cht eC}
k=1

¢ un’algebra booleana su Q. Evidentemente, contiene C e non puo essere un’algebra boo-
leana piu piccola contente C.) Chiameremo B(C) I’algebra booleana su Q # () generata da
C c P(Q). Ovviamente B(A) = B({A}).

1.1.14 Esercizio. 1. Individuare 1’algebra booleana A su Q = {1, ..., 6} pit piccola che
contiene gli eventi {1, 3,5} e {2}.

2. (*x) Indicare uno spazio campionario Q' tale che A € isomorfa all’algebra P(Q") di
tutte le parti di Q.

Per completezza, ci ricordiamo ancora di due altre operazioni fra insiemi.

AnBC (differenza A meno B),
(A\B) U (B\A) (differenza simmetrica).

A\B :
AAB :

Mentre la differenza non ¢ piu che un’abbreviazione, la differenza simmetrica ¢ di vitale im-
portanza per tutta la teoria delle algebre booleane. Sul livello logico corrisponde al exclusive
or che mette in relazione 1’algebra booleana con il campo Z, = {0, 1} (con le operazioni + e -
modulo 2). Solo in questo modo ¢ possibile capire perché un’algebra booleana si merita il nome

algebra; si veda I’ Appendice B.

Abbiamo visto nell’Esempio LT3 che 1’algebra booleana finita S(A) € isomorfa (si veda la
Definizione BZZT) all’algebra booleana P(Q’) di tutte le parti di un insieme opportuno €’.
Nell’ Appendice B3 vedremo che questo ¢ vero per tutte le algebre booleane finite (teorema
di Stone). Non ¢ necessariamente cosi per algebre booleane infinite.
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1.1.15 Esempio. SiaQ =N ={1,2,...}. Allora la famiglia
A= [ACN: #A < 00 0 #AL < o)

¢ un algebra booleana su N. Infatti, ovviamente A € A se e solo se AC ¢ A. Poi, se A e
B sono elementi di A di cui almeno uno ¢ finito, allora anche A N B ¢ finito e, quindi, di
A. Se, invece, A e B sono infiniti tutti e due, allora i loro complementari AC e BC sono
finiti. Quindi, anche I’unione AC U BC = AN B)C ¢ finita, cosicché I’insieme A N B ha
il complementare finito e risulta di A. Allora A & chiuso anche su intersezioni e, secondo
I’Osservazione [T T3, ¢ un’algebra booleana.

Pero, A non ¢ isomorfa a nessun P(Q). Infatti, ogni P(Q’) & chiuso sotto unioni arbi-
trarie di suoi elementi, mentre 1’insieme dei numeri naturali pari

24,0 = (Jen = @u@u...
n=1

non ¢ di A (¢ infinito e ha il complementare infinito) nonostante sia I’'unione degli elementi
{2},{4}, ... di A. (In parole, piu precise: Supponiamo che ¢: A — P(Q’) fosse un isomor-
fismo di algebre booleane. Poiché in P(Q’) esiste I’unione A’ su tutti i ¢({2n}) e poiché
A’ # Q' (infatti I'intersezione di A’ e ¢({1}) & vuota), ne seguirebbe che ¢~ !(A”) # Q fosse
un elemento di A contenente tutti gli {2n}. Ma I'unico elemento di che contiene tutti gli
{2n} ¢ Q stesso. Contraddizione!)

Vale, pero, sempre il teorema di Stone generale (Appendice B4): Ogni algebra boo-
leana astratta ¢ isomorfa ad un’algebra booleana su un insieme Q opportuno (benché non &
necessariamente isomorfa a tutto P(Q)). Vediamo che I’esistenza di uno spazio campiona-
rio segue dalla struttura logica delle domande binarie a cui vogliamo che I’esperimento
risponda.

Concludiamo questa sezione con un altro modo utilissimo di caratterizzare un sottoinsieme

A c Q tramite la sua funzione indicatrice ), : & — {0, 1}, definita come

1 weA,
0 w¢A

XA(CU) =

per ogni w € Q.

1.1.16 Esercizio. Dimostrare che ogni funzione y: Q — {0, 1} ¢ la funzione indicatrice y,
del sottoinsieme
A = {weQ: y(w) =1}

di Q. Dimostrare che se B ¢ un altro sottoinsieme di Q tale che y = yj, allora B = A.

Vediamo che c¢’é un corrispondenza biunivoca fra sottinsiemi di € e funzioni a valori a {0, 1}.
Allo stesso modo in cui gli eventi caratterittano le domande binari, la fanno anche le funzioni
indicatrici. Solo che con le funzioni indicatrici a volte ¢ piu facile calcolare. Presentiamo un
esempio tipico per ogni tale calcolo, e imprtantissimo per la scelta degli assiomi di probabilita

nella prossima sezione.
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1.1.17 Esempio. Voglimao dimostrare che
ANB =10 = Xaug = XatXp

Ricordiamoci che due funzioni sono uguali se danno ad ogni argomento del dominio (neces-
sariamente comune) lo stesso valore del codominio (necessariamente comune); si guardino le
dispense [Skeldl]. Occorre, quindi, verificare che y,(w) + xz(w) = x, z(w) per ogni w € Q. 1
valori di y, (w) x(w) variano solo in dipendenza dalle domande se w € di A 0 meno e se w ¢ di

B o meno. Ci sono i quattro casi:

X)) xpw) weAUB? x, 5(W) Xyp =Xa+Xp?
wéA wé¢B 0 0 no 0 si
w¢A weB 0 1 si 1 si
weEAw¢B 1 0 si 1 si

Che succede con il quarto caso w € A, w € B? Dall’ipotesi A N B = () non pud apparire! Quindi
non c’¢ nulla da verificare. In casi dove gli eventi A e B sono generici (come nel prossimo
esercizio!), bisognerebbe controllare anche questo caso. In casi con piu di due eventi, la tabella

diventerebbe pill lunga (per esempio, 2° = 8 righe per tre eventi A, B, C generici).

1.1.18 Esercizio. Dimostrare per qualsiasi sottoinsiemi A, B C Q:

XanB = Xa *Xps Xaup = Xa T X~ Xanp
XaaB = Xa ©Xps XaC L& x,,

dove @ & I exclusive or, ossia, 1’addizione modulo 2 su {0, 1}; si vedano le dispense [SkeOd].
1.1.19 Esercizio. Usare il risultato y, 5 = x, ©xp dell’esercizio precedente per dimostrare

XAaB)aC = XAa(BaC)

ossia, AAB)AC=AA(BACQC).

1.2 Probabilita su algebre booleane

Nella sezione precedente abbiamo introdotto algebre booleane di eventi di uno spazio campio-
nario, che sono un modello per le domande (binarie) che vogliamo porre all’esperimento. Ora
su queste algebre booleane di eventi, cio¢ sull’insieme delle domande di nostro interesse, vog-
liamo definire delle probabilita. Piu precisamente per ogni domanda binaria di cui ci interessa

la risposta vogliamo sapere la probabilita che in una verifica la risposta sia “si”. Come discusso
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nell’introduzione, I’idea ¢ che in un gran numero M di tentativi le frequenze relative dei risulta-
t1, o meglio degli eventi elementari (perché sono gli eventi per i1 quali definiremo le probabilita),
si avvicinano sempre di piu alle loro probabilita. (Questo nel senso della legge dei grandi nu-
meri. Nell’introduzione abbiamo discusso la versione debole, che sara facile da dimostrare; la
versione forte dice addirittura con probabilita 1 le freqenze relative convergono verso la pro-
babilita; sie veda Overwork! .) Quindi le proprieta algebriche che valgono per le frequenze
relative indipendentemente da M, dovrebbero valere anche per le probabilita.
Abbiamo detto che la frequenza relativa ha"f di un risultato w € Q = {wy, ..., wy} ottenuta
in M tentativi, che hanno riportati gli M risultati xi,...,xy € Q, ¢ il numero #m: x,, = w} di
volte che si ¢ verificato il risultato w diviso per il numero totale M di tentativi. Piu generalmente,
definiamo la frequenza relativa di un evento A C Q) in M tentativi come
#me{l,...,M}: x, €A} Xhlixa(6n)

hM = =
A M M

1.2.1 Nota. Bisogna chiarire, una volta per tutte le altre volte che avverranno ancora, I’'uso
della funzione indicatrice allo scopo del conteggio degli elementi di un sottoinsieme. Ci in-
teressa la cardinalita del sottoinsieme di {1, ..., M} che contiene tutti gli m che verificano la
condizione x;, € A. Per ognim = 1, ..., M la sommatoria aggiunge 1 ogni volta che la con-
dizione ¢ soddisfatta, e altrimenti non aggiunge nulla. Alla fine non abbiamo fatto altro che
contato proprio esattamente questi elementi di {1, ..., M} che soddisfanno la condizione.
Una dimostrazione rigorosa si farebbe per induzione su M. La omettiamo.

Adesso vogliamo analizzare le proprieta di queste frequenze relative (come funzione A + h’).

M X Gom)
M

indicatrici. La prima proprieta che notiamo ¢ che una funzione indicatrice assume solo valori

Ci serviamo della forma i} = e illustriamo cosi quanto sia utile I’uso delle funzioni
non negativi. Quindi anche ogni frequenza relativa 4’ & non negativa: 2 > 0 per ogni A C
Q. La seconda proprieta segue dall’osservazione che 1’indicatrice dell’intero spazio €2 assume

sempre il valore y,(w) = 1. Quindi, la frequenza relativa dell’intero spazio ¢

ShXa(n) _ il _ M

il = = — =L
M M M

Per la terza proprieta, infine, osserviamo che, secondo la formula dell’Esempio T 17, se A e B

sono disgiunti, cio¢ se AN B = 0, allora y, + x; = X, p- Quindi

TG | Tt _ Dl Hxt0) S v 0
M M - M - M oA

Y +hl =

Queste tre proprieta vogliamo richiedere anche dalle probabilita.
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1.2.2 Definizione. Sia Q # ( uno spazio campionario e A C P(Q) un’algebra
booleana di eventi di Q. Una funzione P: A — R chiameremo una probabilita

booleana se soddisfa le seguenti condizioni:
1. P(A) > 0Operogni A€ A. (Pe¢positiva.)
2. P(Q)=1. (P ¢ normalizzata.)
3. SeAN B =0, allora P(AU B) = P(A) + P(B). (P ¢ additiva.)

Chiameremo la terna (Q, A, P) uno spazio di probabilita booleano. Chiameremo

un evento A € A con P(A) = 1 un evento sicuro, e chiameremo un evento A € A

con P(A) = 0 un evento impossibile.

1.2.3 Esempio. Chiaramente la funzione
A —

che assegna ad ogni evento A di Q la sua frequenza relativa rilevata in M tentativi, definisce una
probabilita su una qualsiasi algebra booleana A di eventi di Q. (Abbiamo motivato la nostra
definizione di probabilita booleana proprio servendoci delle proprieta delle frequenze relative.)
Chiameremo tale probabilita la distribuzione empirica dei dati xy,...,x) € €. Notiamo che

non €& neanche necessario che Q sia un insieme finito.

Come ci sono “‘strane” algebre booleane come quella dell’Esempio [CTT3, ci sono anche

“strane” probabilita booleane su esse.

1.2.4 Esempio. Nell’Esempio [T T3 abbiamo consideato lo spazio campionario Q = N e
I’algebra booleana A = {A € N: #A < 0 #AC < oo}, Su A definiamo una funzione P
come

0 #A < oo,

P(A) =
@ {1 #AC < oo,

L’unica proprieta di una probabilita in questione ¢ 1’additivita. Siano A e B eventi di A
disgiunti. Non ci sono problemi se almeno uno dei due ¢ finito. (Se, per esempio, A & finito,
allora AUB e B o sono finiti tutti e due, o sono infinti tutti e due. In ogni caso vale P(AUB) =
P(B) = P(B)+ 0 = P(B) + P(A).) Che succede se tutti e due sono infiniti? Supponiamo che
A e B siano eventi con complementari finiti. Allora anche (A N B)C = ACUBL ¢ un insieme
finito. In particolare, il complementare A N B di (A N B)C non ¢ vuoto. Non esistono eventi
A e B di A che siano infiniti ¢ disgiunti. Quindi P & una probabilita booleana su A.

Prima di discutere piu esempi, traiamo subito alcune conseguenze generali direttamente dalla

nostra definizione.
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1.2.5 Osservazione. 1. ANAC =0, quindi|1 = P(Q) = P(A U AC) = P(4) + P(AL).

2.1 = P(Q) = P(0) + P(Q) = P(0) + 1, quindi |0 = P(0).| (Oppure: P(®) = P(O U 0) =
P(0) + P(0), quindi 0 = P(0).)

3. 0 < P(AC), allora P(A) < P(A) + P(AC) = 1. Ne segue |0 < P(A) < 1|per ogni A € A.

N.B.: Chi dovesse mai calcolare una probabilita non compresa fra 0 e 1, dovrebbe

almeno far notare che qualcosa ¢ andato storto! Errori di calcolo possono succedere,

errori nella comprensione dei fatti pit basilari no.

N.B.: L’evento sicuro € ¢ un evento sicuro; I’evento impossibile ¢ un evento impossibile.
Non vale, pero, il contrario. Se un evento ¢ impossibile o meno dipende dalla probabi-
lita P, mentre I’unico evento di € che ¢ impossibile per qualsiasi probabilita booleane su
A c P(Q), ¢ proprio 0. Che un evento A abbia la probabilita P(A) = 0, non significa che
non si potesse verificare! Infatti, nella Sezione B vedremo molte probabilita booleane per i
quali ogni evento elementare ha la probabilita zero, nonostante in ogni verifica per forza si
verifica uno fra questi.

1.2.6 Proposizione. Se A|,...,A, € A sono eventi due a due disgiunti, cio¢ se k + { =
Ay NA, =0, allora

P(A,U...UA,) = P(A)+...+P(A,). (additivita finita)

DimostrAzIONE. Il ragionamento ¢ pill 0 meno questo: Per ogni k glieventi Ay, e A; U ... UA;,
sono disgiunti, perché

Akﬂ(AIU...UAk_l) = (AkﬂAl)U...U(AkﬁAk_l) = Qu...u0 = 0.
Quindi

PAJU...UA,) PAJU...UA,_)+ P(A,)

P(A,U...UA, )+ P(A,_,) + P(A,)

= PA) + ...+ P(A,-1) + P(Ap).

Un’argomentazione precisa richiederebbe, in tutte e due le parti, una dimostrazione per in-

duzione. m

Se conosciamo P(A) e P(B) e se A e B sono disgiunti, allora conosciamo anche P(A U B). Il
nostro prossimo scopo ¢ calcolare P(A U B) per eventi arbitrari, se conosciamo anche P(A N B).

(Motivazione: Diagramma di Venn.) Dimostriamo prima:
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1.2.7 Proposizione. P(A\B) = P(A) — P(AN B).

DivosTtrAZIONE. Notiamo che A\B = AN BC and AN B dividono A in due parti disgiunte. Infatti,

ANBHUMANB) = AnBCUB) = A

ANBHYNANB) = AnB'NB = 0.

In altre parole, P(A) = P((A N BOH U AN B)) = P(A\B) + P(AN B). m
1.2.8 Corollario. A C B= P(A) < P(B).
DimosTRAZIONE. Abbiamo P(B) = P(BNA) + P(BN AC) >P(BNA)=PA). m

Usando anche la Proposizione [T, troviamo una formula per P(A U B).

1.2.9 Corollario. P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A N B) per ogni A, B € A. |

DimosTrAZIONE. Abbiamo P(AUB) = P(AUB)NB)+ P((AUB)N BC) = P(B)+ P((A\B)U0) =
P(B)+ P(A)—P(ANB). m

1.2.10 Esercizio. Dimostrare, usando solo gli assiomi della probabilita (cioe P(A) > O,
P(Q)=1ed An B = 0implica P(AU B) = P(A) + P(B)) e le loro conseguenze, che
PAAUBUC) = P(A)+ P(B) + P(C)
—PANB)—-PANC)—P(BNC)
+ P(ANBNC).

La suddivisione della probabilita P(A) di A in una parte P(A N B) corrispondente alla parte di A
che appartiene a B e una parte P(AN BY) corrispondente alla parte di A appartiene a B ammette

una generalizzazione. (Motivazione: Diagramma di Venn.)

1.2.11 Teorema. (Prima forma della formula della probabilita totale.) Sia
By,...,B, € A una partizione di Q, cioe¢ i B, sono due a due disgiunti e
Q =B, U...UB,. Allora per ogni A € A vale

P(A) = PANB)) +...+ P(ANB,).

N.B.: La formula P(A) = P(AN B)+ P(AN BC) ¢ contenuta come caso particolare

per la partizione B, BC di Q.
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DivosTtrAZIONE. Se By N B, = @ per ogni k # ¢, allora vale anche (A N By) N (A N By) =
AN By N By = 0. Quindi, secondo la Proposizione 28 abbiamo

PANB)+...+P(ANB,) = P(ANB)U...UPANB,))
= PAN(ByU...UB,)) = PANQ) = P(A).u

In una gran parte degli esempi, lo spazio campionario € ¢ finito e la probabilita P ¢ definita
su tutto P(Q).
1.2.12 Proposizione. Sia Q = {wy,...,wy} uno spazio campionario finito, e siano p, > 0

N
pr = 1.

n=1

(w € Q) numeri positivi tali che

Allora

N
P(A) = ) xa(@n)po,
n=1

definisce una probabilita booleana su P(Q) (oppure su una qualsiasi sottoalgebra booleana ‘A
di eventi di Q). Inoltre, P ¢ ’'unica probabilita booleana definita su P(Q) che soddisfa P({w}) =
Pw perogni w € Q.

DimvosTtrAZIONE. La dimostrazione che P soddisfi la Definizione T2 di probabilita booleana,
funziona esattamente come la discussione per le frequenze relative che precede la definizione.
Visto che ogni evento di uno spazio campionario finito ¢ I’unione disgiunta di un numero finito
di eventi elementari, si deduce che P ¢ gia determinata univocamente dalle probabilita P({w})

di suoi eventi elementari. Ovviamente, P({w}) = nN:1 X{w}(wn)l?w,, = Dy 1

1.2.13 Esempio. Sia Q = {b,r} lo spazio campionario dell’urna (N palline, di cui n bianche
e le altre rosse) come discusso nell’Esempio () dell’introduzione. Supponiamo che che la
probabilita che esca una pallina bianca sia p, = §; mentre quella di trovare una pallina rossa
sia p, = %=1, Verifichiamo che p;, + p, = Y= = 1. Infatti, & facile controllare che P(0) = 0,
P({b}) = p,, P({r}) = p. e P({b,r}) = 1 definisce una probabilita booleana su P({b,r}). E
anche facile vedere che ogni esperimento con solo due esiti, uno descritto dall’evento A e I’altro
dall’evento AC, puo essere modellato in questo modo sull’algebra booleana 3(A) generata da
A # 0,€Q, assegnando ad A una probabilita P(A) := p € [0,1] ed ad AC 1a probabilita P(AC) =

1 — p. Un esperimento con solo due esiti (non banali, ossia, nessuno degli esiti corrisponde

ad un evento impossibile o ad un evento sicuro) si chiama ’ esperimento bernoulliano. ‘ Spesso

usiamo 1’abbreviazione m
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1.2.14 Esempio. Fra gli esempi pit basilari di tutta la probabilita, sono quelli con uno spazio
campionario finito Q = {wi,...,wy} in cui nessun risultato w € €2 appare essere favorito
dall’esperimento rispetto ad ogni altro risultato w’ € Q. Esempi sono il lancio di una moneta
(Esempio () o di un dado (Esempio ([3)) dove nessun lato w € {¢,c} della moneta o w €
{1,...,6} del dado dovrebbe risultare pitt probabile di un altro. Visto che i risultati dovrebbero

risultare equiprobabili (ossia, p,, = p dove la costante p non dipende da w), la normalizzazione
1

bR
mentre per il dado otteniamo p; = é per ogni k € {1,...,6}. In genere, per la probabilita di un

1= Z,’?’:] Do, = Zﬁ:’:] p = Np ci costringe a porre p = % Per la moneta troviamo p, = p, =

evento A C Q troviamo

N #Q

numero dei casi favorevoli

N N . #A
P = Y ywnp, = Y A
n=1 n=1

numero totale dei casi

Chiamiamo uno spazio di probabilita booleano finito (Q, P(Q2), P) probabilizzato con P(A) = %
uno spazio di probabilita elementare. 11 problema di calcolare le probabilita di eventi di uno
spazio di probabilita elementare ¢ cosi ridotto ad un problema di conteggio, cioe ad un problema

del calcolo combinatorio. Discuteremo piu problemi di questo tipo nel Capitolo

1.2.15 Esempio. Torniamo all’urna dell’Esempio [C2T3. Ma questa volta come spazio campio-
nario scegliamo le palline individuali. In altre parole, enumeriamo le N palline, e lo facciamo in
modo che prima vengono da 1 ad n le n palline bianche e poi dan + 1 fino ad N le N — n rosse.
Lo spazio campionario diventa cosi ' = {1, ..., N}, ’evento “bianco” diventa A = “w < n” =
{1,...,n} ed il suo complementare “rosso” diventa AC = “w>n” ={n+1,...,N}. E naturale
di supporre che le palline individuali sono equiprobabili (il colore non costituisce una proprieta
fisica che possa influenzare 1’estrazione). Quindi consideriamo €2’ probabilizzato come spazio
di probabilita elementare.

Come gia nell’Esempio XT3 troviamo P(‘“‘bianco”) = P(A) = % = § € P(“rosso”) =
P(AC) = % = NIQ”. Solo che adesso il modello esprime molto chiaramente, perché le pro-
babilita di “bianco” e “rosso” sono proprio queste. Nessuno mette in dubbio che le palline

individuali debbano essere equiprobabili. Un qualsiasi intuito, che ci fa credere che le proba-
bilita che abbiamo indovinate nell’Esempio siano quelle giuste, non reggerebbe senza

un’argomentazione in cui alla fine si fa riferimento all’equiprobabilita delle palline individuali.

Nel seguente esercizio bisogna prima chiarire il modello. Quale sarebbe lo spazio campio-

nario che possiamo considerare uno spazio di probabilita elementare? Quali sono gli eventi su
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cui abbiamo informazioni, quali sono invece gli eventi su cui vorremmo acquisire informazio-
ni? Sarebbe forse opportuno di prendere in considerazione anche sottospazi dello spazio che

abbiamo deciso di considerare?

1.2.16 Esercizio. Supponiamo che in un giorno di pioggia ognuno porti o I’ombrello o
I’impermeabile. 60% delle ragazze portano I’ombrello. Invece, 80% dei ragazzi portano
I’impermeabile. D’avanti un’aula con 150 studenti si trovano 70 ombrelli. Qual ¢ la proba-
bilita che una persona scelta a caso sia una studentessa?

1.3 Spazi di probabilita discreti

Nella Proposizione abbiamo visto che possiamo probabilizzare uno spazio campionario
finito Q = {wy, ..., wy}, assegnando degli numeri positivi p,, > 0 come probabilita degli eventi
elementari P({w}). Basta che questi numeri abbiano la sommatoria fo:l Pw, uguale ad 1. In tal
caso, 1’algebra booleana (contentente tutti gli eventi elementari) & necessariamente P(Q), e la

probabilita di un evento A C 2 qualsiasi € necessariamente

N
P(A) = ) X (@)Po,. (1.3.1)
n=1

In questa sezione vogliamo fare lo stesso per spazi campionari arbitrari.

Prima di farlo, occorre che ci inventiamo una notazione piu agevole e intuitiva per le somma-
torie di tipo (IC31) che funzionera anche per spazi campionari arbitrari. Intanto, la sommatoria
non fa altro che addizionare addendi di tipo y,(w)p,, su tutti gli elementi w = w, (n = 1,...,N),
oppure su tutti gli elementi w di Q = {wy,...,wy}. Non sarebbe pitt opportuno di usare un no-

tazione come

P(A) = D xa(@)p.

weQ

che esprime chiaramente il fatto che stiamo addizionando quantita che dipendono da w € Q
su tutti gli elementi w di €, liberandoci cosi anche dell’indice di sommazione n anche ren-
dendo la formula pil leggibile? Infatti, 1’affermazione che un insieme Q (non vuoto) abbia la
cardinalita N € N non significa altro che esiste una biezione f: {I,...,N} — Q. (Si veda

I’inizio dell’ Appendice [A, dove ci sono alcuni richiami alla cardinalita di insiemi.) Scrivendo

Q = {wy,...,wy} come elenco dei suoi elementi wy, ..., wy non significa alto che aver fissato
la biezione f in tal modo che w, = f(n) per ognin = 1,..., N. (Tacitamente, si assume sempre
che in un elenco wy, ..., wy degli elementi di un insieme €2, ognun elemento di € appare una

ed una sola volta. Altrimenti la funzione f non sarebbe biettiva, e la cardinalita di € sarebbe

strettamente piu piccola di N.)
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1.3.1 Definizione. Sia QQ # () un insieme finito di cardinalita #QQ = N € N, e siano
a, (w € Q) numeri (o altre cose che si possono addizionare come, per esempio,

matrici). Allora

N
Saw = Y am
we n=1
dove f: {1,..., N} — Q ¢ una biezione qualsiasi. Per I’insieme vuoto, ovviamente
si pone ), dw := 0.
N.B.: Unelenco Q = {wy, ..., wy} corrisponde alla biezione f(n) = w,. Se ci ¢ dato

un elenco continuiamo usare la notazione Y., a,, = X, as.

E importante notare che tale definizione non dipende dalla scelta della biezione: Per ogni altra
biezione g: {1,...,N} — Qvale ¥ asm = XN, a,u. La dimostrazione per induzione di
questo fatto non ¢ per niente difficile, ma & un po’ fastidiosa in che richiede un certo allenamento
come scrivere una dimostrazione. La lasciamo a studenti di matematica.

Notiamo che con , anche A c Q & un insieme finito. Osserviamo che la sommatoria
nella (C30), veramente, calcola la somma solo sugli elementi di A: Grazie alla indicatrice di

A, 1 contributi degli elementi w ¢ A sono O tutti quanti. Ci aspettiamo, quindi, che possiamo

P(A) = ) po

wEeA

calcolare P(A) anche come

Infatti, la seguente proposizione lo conferma.

1.3.2 Proposizione. Sia Q # 0 un insieme finito e sia A un suo sottoinsieme. Allora

ZXA(‘”)% = Zaw.

weQ weA

Lasciamo anche la dimostrazione (altrettanto fastidiosa) di questa proposizione agli studenti di

matematica.

1.3.3 Nota. Per calcolare P(A) come },cq X4(w)pe, bisogna elencare gli elementi di Q
come w, = f(n) tramite una biezione f: {1,...,N} — Q dove N = #Q, e addizionare
i numeri y, (wp)pa, per n = 1,...,N. Mentre per calcolare P(A) come 3,4 Pw. bisogna
elencare gli elementi di A come w; = g(£) tramite una biezione g: {1,...,L} — A dove
L = #A, e addizionare i numeri p,,, per £ = 1,..., L. A prima vista sembrerebbe pil facile,
addizionare subito i numeri p,, giusti sull’insieme giusto senza far uso dell’indicatrice.
Pero, rimane il fatto che per calcolare la prima sommatoria per tutti gli eventi A, basta
elencare gli elementi di 2 una sola volta, mentre per calcolare la seconda somma, occorre
trovare per ogni evento A un suo elenco individuale. Inoltre, solo con I’indicatrice riusciamo
dare una dimostrazione facile facile dell’additivita di P.
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Finora ci siamo occupati di cambiare un po’ le formule con cui calcolare le probabilita di eventi
di uno spazio di probabilita finito, probabilizzato secondo la Proposizione [LZT2. Piu preci-
samente, abbiamo introdotto la notazione di sommatoria su tutti gli elementi di un insieme,
comunque ancora di un insieme finito, in cui non appare piu nessun elenco degli elementi, e in
cui siamo riusciti a liberarci di un indice che rendeva non troppo leggibile le formule. Adesso
vogliamo passare a sommatorie su numeri indicati da elementi di insiemi non pill necessaria-

mente finiti. Dobbiamo, quindi, dare un significato ad una sommatoria come

Sa,

wWe

per un’insieme 2 arbitrario, usando le sommatorie su insiemi finiti come appena studiate.

Ci sono due possibilita di procedere. La prima possibilita riduce tutto alle serie ., , a, come
discusse nell’analisi. Le Appendici e A3 presentano alcuni richiami alle serie. Soprattut-
to, I’ Appendice sottolinea 1’importanza delle serie assolutamente convergenti. La seconda
possibilita da una definizione diretta del concetto di convergenza di una sommatoria »; cq d-
Pero, sin dall’inizio tale concetto ¢ un concetto di convergenza assoluta. Solo dopo, come regola

di calcolo, diamo il collegamento con le serie )., a, assolutamente convergenti.

1.3.4 Definizione. Sia Q # 0 e siano a,, (w € Q) numeri. Per un numero a diciamo

Y=o

weQ
se per ogni € > () esiste un sottoinsieme finito Q. di Q, tale che

o T =
we
per ogni insieme finito Q" con Q. C ' C Q.
Se esiste un tale numero a, lo chiamiamo il limite della sommatoria ) .o a,.,. Diciamo la

sommatoria converge (ad a) e la sommatoria ¢ convergente. Diciamo ) . a,, ¢ assolutamen-

te convergente, se ). .o la,| ¢ convergente. Scriviamo anche ) .o la,| < oo se converge, e

2 wea lay| = oo se non converge.

Come per le successioni, se esiste un limite, allora ¢ unico. Valgono anche altre proprieta

note dalle serie, come
Zaw = a, wa - b = Z(aw+cbw) = a+cbh. (1.3.2)
weD WEN n1=9)

Notiamo, che nel caso che Q fosse gia finito, le Definizioni I3 e T34 danno a » . a,, 10

stesso valore.



26 Capitolo 1. Spazi di probabilita booleani

1.3.5 Proposizione. Per numeri reali a,, le seguenti proprieta sono equivalenti:
1. .o a, € convergente.
2. Y ueq Ay € assolutamente convergente.

3. Esiste una costante M tale che

per ogni sottoinsieme finito ' di €.

Nel caso di convergenza, il limite di ), .qla,| coincide con la pin piccola costante M che

soddisfa la terza condizione.

Bozza DI UNA DIMOSTRAZIONE. Se esiste una costante M come in (B), allora anche 1’infimo
M, di tutte queste costanti possibili & una costante possibile. E facile vedere che tale infimo
coincide con il supremo dei numeri ), |@| Su tutti i sottoinsiemi finiti Q' di w, e che
tale supremo ¢ il limite della sommatoria Y cq ld.|. Vice versa, se esiste questo limite, tale
limite & senz’altro non solo una costante possibile, ma proprio la pill piccola. Abbiamo,
quindi, non solo I’equivalenza di (1) e (@), ma anche 1’affermazione su M.

Non ¢ difficile, vedere che una sommatoria non assolutamente convergente, non puo
neanche essere convergente. Se, invece, la sommatoria ¢ assolutamente convergente, allora
per ogni £ > ( esiste un sottoinsieme finito Q, di Q, tale 0 < My — Y cqr law| < €, 0ssia
Ywe@\Q,) law| < &, per ogni Q’ finito con Q, C Q" € Q. Con cio, anche

|Z aw=- Y aw| < >l e (13.3)

weQ] weQ) we(Q] AQ)

per ogni scelta Q. C Q7 € Q (i = 1,2). (N.B.: Si dice che la famiglia (Zweg/ a“')gfcg 40 <o
¢ una rete di Cauchy che, grazie alla completezza di R, ha un limite.) Non & troppo difficile
convincersi da questo, che la sommatoria ) cq g, abbia un limite. m

1.3.6 Corollario. Se ) cqla,| < oo e |b,| < |a,l, allora

Db < Dbl < D laul.
weQ weQ weQ
1.3.7 Corollario. Se ) cqla,| < oo, allora
ZXA(w)aw = Zaw

weQ wWEA

perogni A C Q.
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DimosTRAZIONE. Per ogni sottoinsieme finito Q' di Q vale

Diwa, = > a,

welY we(ANQY)
Quindi, scegliendo Q' abbastanza grande, tutti e due i lati dell’equazione sono distanti non

pil di un € dai loro limiti. Diminuendo &, i limiti no possono essere che uguali. m

Adesso facciamo il collegamento fra la sommatoria ) .o a,, € le serie (assolutamente conver-

genti) che conosciamo dall’analisi (Appendice A73).

1.3.8 Lemma. Sia Q un insieme infinito e siano a,a, (w € Q) numeri reali. Le

seguenti proprieta sono equivalenti:

1. Y ,ec0a, =a.

2. Esiste una funzione iniettiva f: N — Q tale che a,, = 0 per ogni w ¢ f(N) :

{f(n): n e N} e la serie )", asy converge assolutamente ad a.

3. Esiste una funzione iniettiva f: N — Q tale che a,, = 0 per ogni w ¢ f(N) :=

{f(n): n € N}, e per qualsiasi tale funzione la serie ), | asy, converge sem-

plicemente ad a.

N.B.: Il lemma ci dice che nel caso di convergenza di } .q a.,, ¢ possibile scrivere una succes-
sione wy, wy, . .. non-ripetitiva di elementi di Q (infatti, w, = f(n)) tale che tutti gli a,, sono 0

all’infuori del sottoinsieme {w;, w», ...} di Q, e tale che

(o]
So- S
n=0

we

Inoltre, ci dice che se troviamo una tale successione e la serie a destra converge assolutamente,
allora esiste anche la sommatoria a sinistra, ed il suo valore non dipende, quindi, dalla succes-

sione scelta.

DimMosTRAZIONE DEL LEMMA. Per prima cosa osserviamo che (B) implica (B). Infatti, se per
una scelta f la serie )] ° | as) convergesse semplicemente ma non assolutamente verso
a, allora secondo il piccolo teorema sugli riordinamenti (Nota B3 ) per qualsiasi a’ # a
esisterebbe una biezione g su N, tale che }7° | dfoq(n) = @', contraddicendo le ipotesi di (B).

Per qualsiasi sottoinsieme Qq di Q tale che a,, = 0 per ogni w ¢ Qg, dal Corollario
T3 segue che X eq dw = ZweQXQO (W)aw = Xweq, do-

Valga () e poniamo Qy := f(N) e M := X7 lasul|. Per ogni sottoinsieme finito
Q' di Qq si trova N, tale che f({1,...,N}) = {f(1),...,f(N)} D Q. (Infatti, per ogni
w € Q' esiste n,, tale che f(n,) = w. Ogni N > max{n,: w € Q'} ¢, quindi, un numero N
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opportuno.) Allora } cor law| < ZnNzl lafu| < M. Secondo la Proposizione [33, )’ e, dw
converge, e di conseguenza lo fa anche  cq ae,-

Poi ricordiamoci della definizione di numerabilita di un insieme; si veda Appendice [Al.
Siano p,, > 0 numeri positivi tali che } cq po = p < oo. Allora I’insieme

Qo = {weQ: p, #0}

¢ numerabile. (Infatti, abbiamo O < p,, < M := } cq Pw Perogni w € Q. Se per ognin € N
definiamo I’'insieme

Q, = {weﬂ:%<pws%},

allora ogni w € €y & contenuto in esattamente uno degli insiemi €2,. Ogni insieme €,
contiene al massimo un numero finito di elementi. Pit precisamente, se p, € €, allora
Pw 2 % Quindi, M = },cq, Pw = Aﬁ?”, ossia #Q, < n + 1. Allora Qgy, come unione
numerabile degli insiemi numerabili Q,,, ¢ un insieme numerabile.)

Valga (), quindi, con p,, := |a,|, 'insieme Qqy := {w € Q: a, # 0} & numerabile.
Esiste, quindi, un’iniezione f tale che f(IN) D €g. Per una qualsiasi tale iniezione vale,
quindi, ZnNzl P < p- Secondo la Proposizione B2, cio significa che ZnN: | @f(n) CONVer-
ge assolutamente.

Abbiamo dimostrato (B) = (O), che la convergenza assoluta di (@) implica convergenza
di (), e che la convergenza di (I) implica convergenza di assoluta (@) par qualsiasi f. La
dimostrazione che nelle ultime conclusioni i rispettivi limiti sono uguali (ci0 significa, in
particolare, che dato (), il limite in (B) non dipende dalla scelta di f), funziona come nella
Proposizione 33 usando una disuguaglianza come nella (33), e come li la lasciamo
come bozza. m

Adesso siamo pronti a generalizzare la probabilizzazione secondo la Proposizione X1 da

spazi campionari finiti a spazi campionari arbitrari.

1.3.9 Teorema. Sia Q # 0 uno spazio campionario e siano p, > 0 (w € Q) numeri

tali che Y, co po = 1. Allora la formula

P(A) = D xy@p, (ossia P(A) = ) p,)
weQ weA
definisce una probabilita booleana su P(Q) o su una qualsiasi algebra booleana A
di eventi di Q. Inoltre, P(A) ¢ ['unica probabilita booleana su P(Q) che soddisfa
P({w}) = p,. Chiameremo uno spazio campionario numerabile probabilizzato in

questo modo un spazio di probabilita discreto.

DivosTrAzIONE. Lesistenza di P come il fatto che P(A) > 0 segue da 0 < y,(w)p, < p., per
ogni w € ) grazie al Corollario [38. 1 fatto P(QQ) = 1 ¢ parte delle ipotesi. Come tutte le altre
volte, I’additivita di P segue dalla formula dell’Esempio [CT-17 grazie alla (372). Chiaramente
P({w}) = p,, per ogni w € Q.
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Notiamo che fino a questo punto non abbiamo usato il Lemma [38. Adesso, pero, ci tocca
a dimostrare I'unicita di P. Scegliamo una biezione f come sotto Lemma I3 8(D) e definiamo
w1, Wy, ...con w, = f(n). Il lemma ci dice che possiamo calcolare tutte sommatorie su tutti gli
elementi calcolando delle serie su questi w,.

Supponiamo, quindi, che ci sia un’altra probabilita booleana Q su P(Q) soddisfacendo
O({w}) = p,, per ogni w € Q. Abbiamo finito quando dimostreremo che Q(A) > P(A) per tutti
gli eventi. (Infatti, in questo caso varrebbe anche Q(AC) > P(AC) ossia Q(A) = 1 — Q(AC) <
1- P(AC) = P(A)). Chiaramente per ogni evento A finito vale Q(A) = P(A). (Secondo il Teore-
malZTlse A = {wy,...,w.} = {w}U...U{w.}, allora Q(A) = p,, +...+ py,, = P(A).) Allora
se A non ¢ finito, definiamo A, = {wi,...,w,} N A. Chiaramente A, C A. Quindi, secondo il
Corollario 29

0(A) > Q(A) = P(A) = Z)(A(wk)Pwk-
k=1

Secondo il Lemma 3, }7°, x,(wi)pw, = P(A). La disuguaglianza precedente sussiste anche
dopo il limite n — oo, quindi Q(A) > P(A). m

Ogni spazio di probabilita booleano (Q, P(Q), P) finito ¢ probabilizzato necessariamente
nel senso del Teorema 39 (oppure la Proposizione T2ZT7). Questo ¢ dovuto al fatto che ogni
evento A di uno spazio campionario finito ¢ un’unione finita di eventi elementari. Vogliamo
sapere fino a che punto lo stesso vale per uno spazio di probabilita (Q, P(QQ), P) dove Q non ¢
pit finito. La seguente generalizzazione della formula della probabilita totale (Teorema [2ZTTl)
non solo ci permettera rispondere alla domanda quale condizione deve rimpiazzare 1’additivita
finita, ma ha anche delle applicazioni multiple in tutto il resto di questo testo.

Prima generalizziamo la nozione di partizione finita. Una partizione di Q2 # () ¢ una famiglia
(By),.g di sottoinsiemi B, di Q tali che s # s = B, N By = 0 e U5 By = Q. Scriviamo
(By),es C A per indicare che gli elementi B, della partizione sono di A C P(Q).

1.3.10 Teorema.  [. Sia (Q, A, P) uno spazio di probabilita booleano arbitrario con una
partizione (B) ¢ C A di Q, tale che Y, s P(B;) = 1. Allora vale la seguente generaliz-

zazione della formula della probabilita totale

PA) = Z P(A N By), (A eA. (1.3.4)

seS

2. Sia (Q, P(Q), P) uno spazio di probabilita discreto. Allora, qualunque partizione (By)

di Q soddisfa
Z P(B) = 1.

seS

seS
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DmostrAzIONE. [.) Sia S’ un sottoinsieme finito di §. Come nella dimostrazione del Teorema
39, per ogni A € A vale

Z P(ANB,) = P(AN U B,) < P(A),
seS’ seS’

di cui segue che py := ) g P(A N By) esiste e che non ¢ piu grande di P(A). Allora

pa+pc = Y PANB)+ > PACNB)

seS seS

= > (PANB)+PACNBY) = > PB) = 1

seS seS
ed, infine,
P(A) > ps = 1=p,e > 1-P(AL) = P(A),
di cui segue ps = P(A).
D.) Per ogni sottoinsieme finito S’ di S, vale Y ,.gs P(By) = P(Ues' Bs) < 1. Quindi, la
sommatoria ), g P(By) esiste ¢ ha un limite non pit grande di 1. Poi per ogni sottoinsieme

finito " di  esistono un sottoinsieme finito S’ di S e per ogni s € S’ un sottoinsieme finito B
di By tali che (U,es B:) D €. Ne segue che

P(QY) < P(U B)) = ZP(B;) < ZP(BS) < ZP(BS)-

seS’ seS’ seS’ seS

Facendo crescere (', la probabilita P(Q)') = ) .o P. Si avvicina sempre pitt ad 1. Quindi,

Yses P(Bs) < P(€') no puo essere neanche piu piccoladi 1. m

1.3.11 Corollario. In uno spazio di probabilita discreto vale la (L34) per qualunque partizio-

ne (B;),.g € per ogni sottoinsieme A C Q.

Dopo la seguente definizione siamo pronti a caratterizzare gli spazi di probabilita discreti.

1.3.12 Definizione. La probabilita P di uno spazio di probabilita booleano (Q, P(Q), P) ¢ as-

solutamente additiva (o si gode dell’additivita assoluta), se per qualsiasi famiglia (B,)  di

P(U B,) = Z P(B,).

seS seS

eventi due a due disgiunti vale

(Aggiungiamo che P si dice o—additiva, se la formula vale almeno per tutti i casi dove S &

numerabile.)

1.3.13 Teorema. Uno spazio di probabilita booleano (QQ, P(Q), P) e discreto se e

solo se P e assolutamente additiva.
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DimvostrAzZIONE. L’additivita assoluta di P in uno spazio di probabilita discreto, segue sempli-
cemente aggiungendo ad una famiglia di eventi disgiunti I’evento complementare dell’unione
di tutti gli eventi della famiglia ed applicare il Teorema [C3T0(M) a quella partizione.

Se, vice versa, P ¢ assolutamente additiva, basta applicare il Teorema 3 TO(M) alla parti-

zione ({w}), .o di Q. m

weQ

Come nella dimostrazione del Teorema I3 T0(M), con la riduzione ad insiemi finiti si dimostra

anche il seguente risultato.

1.3.14 Corollario. Siano p,, > 0 numeri positivi. Allora per qualunque partizione (By) s di Q

vale 3 ,eo Po = 2ises (Zwes, Pw), il valore oo incluso.

Concludiamo con un teorema molto potente che, data una partizione, ci permettera di aggi-
ungere in modo consistente all’algebra booleana A tutti gli eventi che posseggano una “decom-

posizione in A rispetto alla partizione”.

1.3.15 Teorema. Sia (QQ, A, P) uno spazio di probabilita booleano arbitrario con una partizio-
ne P = (By)..q C AdiQ, tale che Y,y P(By) = 1. Allora

s€S
Bp = {ACQ:ANB;e A(s € S)}

e un’algebra booleana su ) e

Op(A) := Y P(ANB,)

seS

definisce una probabilita booleana su Bp. Inoltre, Qp é 'unica probabilita booleana su By che
estende P (cioe, Qp(A) = P(A) per ogni A € A).

DimosTrAZIONE. Ovviamente, A, A € Bp, allora (A1 NA)NB,=A NB)NA; NBy)eA
perogni s € S, quindi, A} N A, € Bp. Poi se A € Byp, allora ACn B, =(AnNn BS)C N B; € A,
quindi, AL € By, Ne segue che Bp ¢ un’algebra booleana.

Visto che 0 < P(A N By) < P(B,) per ogni s € S, allora Qp(A) esiste per ogni A € Bp e
0 < Op(A) < 1. Dal Teorema 310 sappiamo P(A) = )¢ P(ANBy) = Op(A) perogni A € A,
in particolare, per Q € A vale Qp(Q) = P(Q) = 1. Se A, A, € B sono disgiunti, allora lo sono
anche A; N By;e A; N B, per ogni s € S. Ne segue

Op(A1UAy) = D P(AIUA)NB) = > P((AINB)U (AN By)

seS seS§

= Y (PAINBY+P(A;NB)) = D PAINB)+ ) PANB) = Op(A) + Op(A).

seS seS seS
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In altre parole, Qp ¢ una probabilita booleana su By che estende P. L'unicita, adesso, segue

applicando Teorema L3710 alla probabilita booleana Qp. m

1.3.16 Corollario. Sia P la famiglia di tutte le partizioni P di Q che soddisfanno le ipotesi del
teorema. Allora By := | pep Bp € un’algebra booleana e Q1(A) := Qp(A) per A € Byp definisce

l"unica probabilita booleana su B, che estende P.

DmosTrAZIONE. Basta osservare che se (B;) ¢ € (B), s sono di P, allora anche la partizione
(By; N B;,)(S,S,)ESXS, ediP. m

Note conclusive

Sappiamo che uno spazio di probabilita booleano (€2, A, P) non necessariamente ¢ proba-
bilizzato secondo il Teorema 39, neanche se A contiene tutti gli eventi elementari {w}.
Infatti, nell’Esempio X4 vale )’ e P = 0 # 1. Perd questa sommatoria significa soprat-
tutto che P non ¢ o—additiva, perché I'insieme numerabile N ¢ unione numerabile di tutti
suoi eventi elementari.

Si potrebbe sospettare, che la mancata probablizzazione secondo il Teorema 39 possa
dipendere dalla mancata o—additivita di P. Perd non ¢ cosi. Infatti, I’Esempio X4 si puo
modificare, passando ad A := {A C R: #A < #No #AC < #N} c P(R)e P(A) :=0se A
¢ numerabile e P(A) = 1 se AC & numerabile. (Per dimostrare che P ¢ o—additiva, basta
I’osservazione che I’unione numerabile di insiemi numerabili € un insieme numerabile.)
Pero anche questo esempio cida ) g po =0 # 1.

Poi si potrebbe sospettare, che mancata probablizzazione secondo il Teorema 39
possa dipendere dal fatto che 1’algebra booleana A non ¢ tutto P(Q). Perd neanche questa
¢ la ragione—benché ¢ abbastanza difficile trovare esempi. Tali esempi si trovano cercando
delle probabilita booleane su Q = [0, 1]" invariate sotto movimenti. (Un movimento su R™
¢, vagamente, una biezione che non “cambia le distanze” fra i punti. Si cerca una funzione
positiva e additiva su tutti gli sottoinsiemi di R che non cambia valore dopo un movimento,
e che da a [0, 1]™ il valore 1. Quindi, la restrizione ¢ un probabilita booleana.)

o Vitali (1905): Non esiste soluzione o—additiva per qualsiasi m € N.
e Hausdorff (1914): Non esiste soluzione per m > 3.

e Banach (1923): Esiste soluzione per m < 3, ma non ¢ unica.

Notiamo che ogni soluzione del problema necessariamente soddisfa p,, = 0. (Se p, # 0
allora p,, = p,, per ogni «’. Allora ogni insieme A C Q finito averebbe probabilita #A - p,,.
Se A ¢ abbastanza grande, superebbe 1.) Il teorema di Banach ci assicura, quindi, esempi.
Un’algebra booleana A & una o—algebra se e solo se per ogni paritzione numerabile
I’algebra booleana 8 del Teorema 313 coincide con A. (Lo possiamo prendere come
definizione.) E possibile limitarsi nell’ultimo corollario alle partizioni numerabili. All con-
trario di quello che si potrebbe sospettare, di solito C; non & una o—algebra, perché C; O A
puo permetter piu partizioni numerabili di A. Si puo dimostrare che nenanche iterando que-
sto processo A C C; € C C ..., I'unione di tutti C, sara necessariamente una o—algebra.



Capitolo 2

Spazi di probabilita elementari ed altre

applicazioni del calcolo combinatorio

In questo capitolo discuteremo alcuni esempi di spazi di probabilita booleane che, per calcolare
le loro probabilita, si servono in modo essenziale del calcolo combinatorio. In primo piano, ci
sono gli spazi di probabilita elementari. Ma anche in altri spazi, alcuni di loro addirittura non
piu discreti, 1 problemi di conteggio (ossia, il calcolo combinatorio) continuano a giocare un

ruolo centrale. Per i risultati del calcolo combinatorio ci riferiamo all’ Appendice BTl

2.1 Spazi di probabilita elementari

Prima di discutere degli esempi di spazi di probabilita elementari, presentiamo alcuni esercizi

che dimostrano quanto sia importante la scelta dello spazio campionario.

2.1.1 Esercizio. (L’esercizio dell’introduzione e 1’Esercizio [T continuati.) Abbiamo
realizzato il lancio di due dadi, con I'unico scopo di osservare la somma dei due dadi, su
tre spazi campionari diversi Q,, {; e .. Supponiamo che €, sia uno spazio di probabilita
elementare, cio¢ i dadi non sono truccati. Calcolare le probabilita degli eventi elementari
nei casi (b) e (¢) considerandoli eventi non necessariamente elementari di €,,..

2.1.2 Esercizio. Un certo Chevalier de Méré si meraviglio perché lanciando molte volte
tre dadi si vedesse pill spesso la somma 11 che la somma 12, nonostante il numero di
combinazioni che realizzino 11 (cio¢ tutte le triplice 6-4-1, 6-3-2, 5-5-1, 5-4-2, 5-3-3, 4-
4-3) fosse uguale a quello per realizzare 12. Dove sbaglia?

2.1.3 Esempio. L’estrazione del lotto 5 di 90. Da 90 palline enumerate verranno estratte 5.

Quindi, alla fine abbiamo d’avanti a noi 5 palline che mancano al contenitore (1I’urna). Delle

33
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5 palline ci interessano solo i 5 numeri che portano e non 1’ordine in cui sono stati estratti.

Scegliamo, allora, come spazio campionario lo spazio
Q = {Sc{l,....90}: #S = 5}

di tutti i sottoinsiemi dell’insieme delle palline enumerate {1, ..., 90} che hanno 5 elementi. La

Proposizione [A7TT0 ci dice che la cardinalita di Q (cioe il numero di possibilita di scegliere 5

90) — 90-89-88-87-86 _

s)= =

di 90 senza ripetizioni e senza prendere in considerazione 1’ordine) ¢ #<Q = ( <1351

6-89-11-87-86=43.949.268.
Ogni quintupla (non ordinata!) dovrebbe avere la stessa probabilita. Il problema di calcolare
la probabilita di un evento A C Q di questo spazio di probabilita elementare ¢, quindi, ridotto a

quello di calcolare il numero #A di elementi di A. Calcoliamo la probabilita dell’evento
A := “indovino con 3 giusti e 2 sbagliati”

che I’estrazione ci dia 3 numeri fra quelli di nostro indovino e 2 no. Per calcolare la probabilita di
questo evento dobbiamo individuare il numero di esiti favorevoli. Sia T € Q il nostro indovino.
L’evento accade se il risultato S dell’estrazione ha esattamente 3 elementi in comune con 7 e,

quindi, 2 con il complementare di 7'
A={SeQ:#SNT) =23}

Osserviamo che ci sono (g) possibilita di scegliere i 3 elementi fra i 5 elementi di 7 che do-
vrebbero apparire anche in S, mentre ogni tale terna puo essere completata in (825) modi con due
elementi di 7C. Otteniamo un numero totale di #A = (g)(gj) possibilita. Quindi

S)(85 54 8584
#A 5 T
byt O =

T (90  90-89-88-87-86
02 ( 5 ) 54321

~ 0,0008.

N.B.: Gli arrotondamenti si fanno sempre alla fine di ogni calcolo! Se il risultato
P(A) dovesse servire per il calcolo successivo di un altro risultato, in questo calcolo

successivo bisogna inserire il numero esatto per P(A). Errori causati da arrotonda-

menti prematuri costano punti all’esame.

In genere, estraiamo k individui di N fra i quali n sono favorevoli ed N — n sfavorevoli. (k
palline dall’urna senza rimpiazzo e senza prendere in considerazione 1’ordine, dove le palline
bianche sono da considerarsi “favorevoli”.) Allora la probabilita di trovare fra i k individui

estratti esattamente ¢ degli n favorevoli ed k — ¢ degli N — n sfavorevoli, ¢
n\(N-n
()(=)
N
(+)

P(CdinfrakdiN”) = =1 Hy,i(0) .
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La probabilita P su P(NNy) che da all’evento {¢} di ottenere ¢ “buoni” la probabilita P({{}) =
Hy , 1(€) st chiama la ’ legge ipergeometrica ‘ di parametri N € No,n < N,k < N.

Evidentemente per avere probabilita Hy ,«(£) diverso da zero, £ deve soddisfare le condi-
ziont0 <€ <neO0<k-¢{<N-n,cioe,k>{€>k+n—N.Infine, max(0,k+n—N) <€ <
min(n, k). Questi dettagli sono di interesse secondario, perché fuori questi limiti la formula
da 0 automaticamente.

Sappiamo che le probabilita p, degli risultati € della legge ipergeometrica debbano definire una

probabilita.

2.1.4 Corollario. Z

4 EN()

2.1.5 Esercizio. Dimostrare la formula }’,cy, (';)(IZ__?) = (1,\! ) per induzione (su N), usando
solo relazioni fra i coefficienti binomiali.

2.1.6 Esercizio. Un gioco di poker consiste di 52 carte (i tredici valori 2 a 10, fante, donna,
re ed asso in quattro semi, quadri, cuori, picche e fiori) delle quali ognun giocatore riceve
5. Quante possibilita ci sono per le carte di un giocatore?

2.1.7 Esempio. Il procedimento nell’Esempio per calcolare la probabilita di un tris o, pit
generale, per derivare la legge ipergeometrica, ¢ tipico per molte applicazioni. Nel Poker (si
veda I’esercizio precedente) le carte vanno valutate secondo le loro probabilita. (Vince la carta
con la probabilita piu piccola.) Ci sara un intero foglio di esercizi solo sul Poker, calcolando
fra I’altro anche le probabilita di tutte le carte. Come esempio calcoliamo adesso il numero di
possibilita per avere “two pairs”, cio¢ due coppie di due valori diversi piu un’altra carta con un
terzo valore diverso dagli altri.

Iniziamo con il numero delle possibilita di scegliere 1 due valori che appaiono in coppia.
Ci sono 13 valori di cui scegliere 2. Un ordine vale 1’altro, quindi, ci sono (1; ) possibilita. Di
un valore ci sono 4 carte dei quali ci servono solo 2. Per scegliere queste due abbiamo (‘2‘)
possibilita. Visto che questa scelta la dobbiamo fare due volte (una per ogni coppia), questo
fattore appare due volte. Infine, rimane ’ultima carta. Ci sono rimasti 11 valori a disposizione
e ognuno di questi valori ¢ rimasto disponibile in 4 semi. Allora il numero totale di aver “two

pairs” ¢

13\/4\* 13-12 (4 -3\
(2)(2) 11-4 = T(T) 11-4 = 6-11-13-4 = 216-143-4 = 123.552.
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2.1.8 Esercizio. Le carte del Poker (Esercizio IZT8), ordinate per valore in modo crescen-

te, sono:
one pair 2 carte dello stesso valore, tutte le altre
tre di valori diversi (anche fra di loro)
two pairs 2 “one pair” e la quinta carta, tutti e tre di valori diversi
triplet 3 carte dello stesso valore, le altre
due di valori diversi (anche fra di loro)
straight 5 carte di valori in fila (dove un asso puo apparire
solo come la prima o I’ultima carta) ma non uno “flush”
flush 5 carte dello stesso seme ma non uno “straight”
full house un “triplet” e un “pair” allo stesso tempo

four a kind tutte e quattro le carte di un valore (pill un’altra)
straight flush  uno “straight” e un “flush” allo stesso tempo
Royal flush  uno “straight flush” che finisce con un asso.

1. Calcolare le probabilita di queste carte e verificare che il valore di una carta corris-
ponde alla probabilita nel senso che una carta meno probabile abbia il valore piu alto.

2. A volte qualche gruppo di giocatori decide di prendere in considerazione anche le
seguenti carte: “Four flush” (4 carte di un seme), “blaze” (tutte e 5 le carte sono
immagini) e “round the corner straight” (uno ‘“straight” che puo avere un asso al
interno, per esempio re, asso, 2, 3, 4).

Mettere in fila queste carte con le altre secondo le loro probabilita.

3. Ho sulla mano uno “straight flush” e giochiamo in due. Sotto questa informazione,
quanto ¢ alta la probabilita che anche I’altro abbia uno “straight flush”. Paragonare
questa probabilita (che riconosceremo nella Sezione Bl come probabilita condizio-
nata) con la probabilita di uno “straight flush” senza informazioni.

2.1.9 Esempio. Torniamo alla nostra urna con N palline, n < N di loro bianche, le altre N —
n rosse. L’estrazione di una pallina, nell’ Esempio X139, I’avevamo modellata in modo piu
convincente su Q; = {1,..., N} dove le palline 1, ..., n sono queste bianche. “Piu convincente”
st riferiva al fatto che in questo spazio di probabilita 1 singoli risultati, cioe le palline individuali,
sono equiprobabili. In altre parole, €; € uno spazio di probabilita elementare.

Questa volta vogliamo considerare 1’estrazione di due palline, una dopo I’altra. Cioe, come
nel lotto o nel Poker I’estrazione ¢ senza rimpiazzo. Perd adesso prendiamo nota dell’ordine.

Uno spazio campionario opportuno ¢, quindi,
Q, = (ki ky) € Q: ky # ko).

Sappiamo dalla Proposizione AT che il numero di elementi di questo spazio ¢ #Q, = N(N-1).
(Esercizio: Dare un ragionamento diretto in questo caso molto semplice.) Non ci sono ragioni
che favorissero una delle coppie di €,. Quindi supponiamo che anche €, sia uno spazio di

probabilita elementare.
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Tutte le domande che si riferiscono solo ai colori delle due palline estratte possono essere

espressi con 1’aiuto dei due eventi

A,

“la prima pallina ¢ bianca’,

{ (kikp) € Qa: ki €{1,....n}}
Ay = { (ki ko) € Qi ky € (1, )}

“la seconda pallina ¢ bianca’,

e le operazioni N, U,C. (Si veda il seguente Esercizio ZZT°10.) Calcoliamo le probabilita degli
eventi che sono intersezioni di A; o il suo complementare e A, o il suo complementare. In ogni
caso, il numero di realizzazioni ¢ il prodotto del numero di possibilita per realizzare 1’evento
che riguarda solo la prima pallina estratta (cio¢ n se ci interessa “bianco” e M — n si ci interessa
“rosso’”) per il numero per realizzare 1’evento che riguarda solo la seconda pallina estratta e che

dipende dal risultato della prima estrazione. Facciamo una tabella:

AnA,  AnAb Abna, Abnal
# nn-1) n(N —n) (N —n)n N-nN-n-1)
P n  n=l n  N-n N-n , _n N-n , N-n—1

N N-1 N N-1 N ' N-1 N N-

Usiamo queste probabilita per calcolare P(A;) e P(A,) usufruendo dell’additivita. Infatti, A; ¢
I’unione dei due eventi disgiunti Ay NA, e A; N Ag. (Perché ¢ I’'unione? Perché sono disgiunti?)

Quindi

n n—1 N n N-n n

N N-1 N N-1 N’

che, non a sorpresa, conferma il risultato gia avuto: La probabilita che in un tentativo esca

P(A)) = P(A;NAy)+ P(A NAL) =

“bianco” ¢ . Il secondo tentativo non puo influenzare in nessun modo il risultato del primo.

Ma anche per A, troviamo

n n—-1 N-n n n

P(A) = P(A NA)+PASnA,) = NNtV VSIS N
Non ¢ strano? Il primo tentativo non dovrebbe influenzare il secondo? Infatti lo fa. La distribu-
zione di P(A;) sui due casi A; ed A? ¢ assimetrica in un senso che specifichiamo meglio quando
parliamo di probabilita condizionate (Sezione Bl). Se noi prendessimo nota del risultato della
prima estrazione, allora la probabilita relativa (ossia, condizionata) al numero dei soli casi che
n-1

~—7 nel ca-

nel caso opposto.) Pero la prima estrazione non ci interessa

verifichino questo risultato della prima estrazione sarebbe diversa da . (Avremmo

n
N-1

proprio se chiediamo solo dell’evento A,. Ed, infatti, un’occhiata allo spazio campionario €,

so che si fosse verificato A; e

ci dice che la situazione ¢ simmetrica rispetto allo scambio dell’ordine dei due lanci. Abbiamo
esattamente le stesse coppie, se variamo prima k, fra gli N numeri 1,..., N e poi k; fragli N -1

numeri rimasti dopo aver scelto k.
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2.1.10 Esercizio. Sia ) # () uno spazio campionario. Qual & I’algebra booleana su Q pit
piccola che contiene gli eventi A C Q e B C Q. (Si veda anche 1’Esercizio [CI14.)

2.1.11 Esercizio. Nell’estrazione di due palline dall’urna dell’Esempio IZT9, calcolare la
probabilita dell’evento A := “Almeno una pallina ¢ bianca” in due modi:
1. Usando gli eventi A e A, di Q) come nell’Esempio IZT9.

2. Modellando I’intero esperimento sin dall’inizio in un modo che non prende nota
dell’ordine delle due estrazioni.

2.1.12 Esempio. Il lancio, una o piu volte, di una moneta equilibrata ¢ fra gli esempi piu classi-
ci e vecchi che esistano. Discuteremo la moneta “astratta” nel senso che i risultati gli annotiamo
con 1 e 0 che rende piu generale (ci0 significa, piu applicabile!) le nostre considerazioni. Nor-
malmente 1 sta per “testa”, O per “croce”. In genere, se uno dei risultati a noi sembra favorevole
(per esempio, perché noi scommettiamo sempre su “testa”), allora ¢ quello il risultato che indi-
chiamo con 1. Ma la scelta 1 o 0 puo anche essere privo di ogni pregiudizio sulla preferibilita
di uno dei risultati. Come vedremo, indicare i risultati con 1 e 0 ha dei vantaggi schiaccianti per
il conteggio del “numero di successi” in piu tentativi.

Un solo lancio va, quindi, modellato sullo spazio campionario Q = {0, 1} probabilizzato
come spazio di probabilita elementare. (A questo fatto, pg = p; = %, si riferisce alla parola
“equilibrata™.)

n lanci di seguito possiamo modellare sullo spazio campionario

Q"= Ox...xQ = {w=(w,...,wy): Wi,...,w, =0,1}.
n volte

Chiaramente, in questo spazio con la cardinalita #(Q") = 2" prendiamo nota dell’ordine in cui i
risultati dei lanci individuali sono usciti; si veda il Corollario A—T3. Intuitivamente, una di tali
successioni (n—uple) di risultati dovrebbe valere 1’altra, cosicché possiamo supporre che Q" sia
un spazio di probabilita elementare. (Lo confermiamo piu tardi, quanto discuteremo la moneta
reale, ossia non equilibrata.)

Qual ¢ la probabilita di vincere in questi n lanci esattamente k volte? Dobbiamo determinare

la cardinalita dell’evento
Ap = {weQ”: w1+...+wn=k}.

Ogni elemento di questo evento € un’n—upla che ha 1 su esattamente k dei n posti, e zero sugli
altri n — k. Quindi ci serve il numero di possibilita per tali scelte. Evidentemente, 1’ordine in che
distribuiamo i k£ “1” su loro posti non centra. Ne segue, secondo la Proposizione ATT0 che

n

;)

A = (Z) ossia, P(A}) = 3.
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2.1.13 Nota matematica.

Come sempre, per dare una dimostrazione rigorosa che la cardinalita di A} sia proprio (Z),
bisognerebbe procedere per induzione su n. Notiamo che AZ“ possiede la decomposizione

n+1
Ak

= {weQ”“: Wne1 = L +.. . 4w, =k—1}U{w€ O w1 = 0,01 +. .. +w, :k}

in due eventi disgiunti: Uno dove 1’ultimo tentativo ¢ un successo (cosicché nei precedenti
ci devono essere k — 1 successi), € uno dove 1’ultimo tentativo & un insuccesso (cosicché
tutti e k i successi devono capitare fra i tentativi precedenti). Per le cardinalita troviamo,
quindi,

#ATTD = #AD |+ #AT
Per I’ennesima volta (contando gli esempi della Sezione B™) vediamo al lavoro la formula
del Corollario A~TT3.

Fine della nota.

Addizionando tutti i casi k = 0, ..., n (uno di questi numeri di teste deve pure uscire) troviamo

come corollario il seguente caso particolare del Teorema ATT4 (formula del binomio).

2.1.14 Corollario. 2= (14+1) = Z (Z)
k=0

2.2 Spazi di probabilita finiti e loro prodotti

Prima di passare al lancio di una moneta non necessariamente equilibrata, ci occupiamo del
problema come modellare la descrizione simultanea (cio¢ in un solo spazio di probabilita) di
due esperimenti individuali che non s’influenzano 1’uno I’altro. Supponiamo che il primo es-
perimento sia modellato su uno spazio di probabilita discreto (Q;, P(Q;), P) con le probabilita
degli eventi elementari p,,, = P({w;}) per ogni w, € Q; e, similmente, lo spazio di probabilita
discreto (€2,, P(€,), Q) con le probabilita g, = O({w,}) (w, € Q,) per il secondo esperimento.
Evidentemente, I’esecuzione simultanea di questi due esperimenti in ogni tentativo da due risul-
tati, uno di Q, I’altro di Q,. Lo possiamo descrivere in modo opportuno come un risultato dello
spazio campionario  := Q; X £2,. Ma ci tocca ancora a probabilizzare questo nuovo spazio
campionario €, e lo dobbiamo fare in tal modo che il fatto che stiamo apprendendo informazio-
ni su due esperimenti non cambi le probabilita degli eventi (cioe, delle domande con le risposte
“si” 0 “no”) che riguardano uno solo degli esperimenti.

Il seguente ragionamento, che serve come motivazione, lo mettiamo in caratteri piccoli.
Discuteremo un’altra motivazione nella Sezione B. Per procedere qui ci serve solo il risultato,

I’Equazione (Z2X). La motivazione si puo anche saltare.
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2.2.1 Frequenze relative in due esperimenti indipendenti. Diamo un’occhiata alle fre-
quenze relative in M verifiche dell’esperimento congiunto. Supponiamo che le M verifiche
abbiano dato i risultati (x1,y1),...,(xy, ypu) € Q. Per x € Q annotiamo con A, 1’evento
che il primo esperimento abbia avuto il risultato x. Come sottoinsieme di € questo evento
corrisponde ad

Ay = {(w1,w2) € Q: wy =x} = {(x,wr): wr € Dy} = {x} xQy.
La frequenza relativa di questo evento ¢

M #Hm: (X, ym) € Ay} #m: xp = x
A, = I = i )

Il termine a destra, soddisfacentemente, ci rida la frequenza relativa come se ci fosse stato
eseguito solo I’Esperimento 1. Ricordiamoci che per M grande aspettiamo (con alta pro-
babilita) che la frequenza relativa sia vicina alla probabilita vera p,. Pero se il verificarsi
di un certo risultato y € €, del secondo esperimento, come supponiamo, non ha nessuna
influenza sull’esito del primo esperimento, allora anche la frequenza relativa del risultato x
del primo esperimento calcolata prendendo in considerazione solo questi risultati (x,,, y,,)
dove il risultato y,, del secondo esperimento & uguale a y, dovrebbe essere vicina alla pro-
babilita p, vera, non appena il numero dei risultati con y,, = y sia abbastanza grande. (Da
evitare ¢ un y con g, = 0.) Per esempio, se il secondo esperimento consiste nel verificare
il sesso di una persona scelta fra la popolazione di Milano mentre il primo esperimento
consiste nel controllo di qualita (guasto o no?) di un certo prodotto di una fabbrica in Alas-
ka, noi crediamo che il sesso della persona di Milano non possa avere nessuna influenza
sulla qualita dell’attrezzo prodotto in Alaska. Allora se ci limitassimo a guardare solo le
frequenze relative rispetto ai risultati congiunti dove nel secondo esperimento si ¢ verifica-
to una donna, allora questa frequenza relativa dovrebbe essere simile a quella che prende
in considerazione tutti i risultati. Questa frequenza relativa rispetto al verificarsi di un certo
valore y € Q; (il termine giusto sarebbe frequenza relativa condizionata; si veda la Sezione
B sulla probabilita condizionata) &

#Hm: xn = X, ym = y}
#{m: Ym = .’/}

Se il numero M e il numero #{m: y,, = y} di verifiche del risultato y sono abbastanza
grande, allora queste due frequenze relative dovrebbero essere pitt 0 meno uguali. Troviamo

#Hm: x, = x} N #Hm: xp = X, ym = y}
M #Hm: ym =y}

)

oppure
#m: xp =x} #m:ym =y} _ #m: xm = x,ym =y}

M ' M ~ M ’

e nel limite M — o
PXQy = P({(xyy)}) = p(x,y)-

Poiché p(.,) < g, la formula precedente vale anche nel caso g, = 0.
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Come vediamo la probabilita del risultato (x, y), composto dai risultati x e y di due esperimenti
che non hanno niente a che fare I'uno con I’altro, ¢ il prodotto delle probabilita p, ¢ g, dei

risultati individuali.

| Py = Pady | 2.2.1)

Questo risultato ¢ facilmente generalizzabile alla descrizione simultanea di n esperimenti che

non s’influenzano, come ci serve nell’Esempio 28,

2.2.2 Teorema. Siano (€, P(Q), P) e (Q,, P(,), Q) spazi di probabilita discreti, con p,, =
P({w1}) € qu, := O({wy}). Allora i numeri p(,, w,) ‘= Pw dw, = 0 soddisfanno

Z Pwrwy = 1

(W1,w2)EQ XYy
e P(C) := X4, wpec Plwrwn) € L'unica probabilita booleana su P(£2X€Y,) che soddisfa P(AXB) =
P(A)Q(B) per ogni A C Q, B C Q,.

DimvosTrAzIONE. Notiamo che ({wi} X B),, .4 € una partizione di A X B. Secondo il Corollario
3714 vale, quindi,

P(AXB) = Z Pwiw) = Z(Z pwl‘]wz)

(w1,w2)EAXB W1EA wr€EB
= 2 (Pu( D] 40)) = (2] Pu)( 2] 4) = PYQB)
w1 €A wrEB w1€EA wrEB

Questo vale, in particolare, per A = Q; e B = €,, di cui segue che 1 p(,, «,) definiscono un’unica

probabilita booleana con P({(w;, w2)}) = Pw.wy) = Pw 9w, = Pw1)O0(w2}). m

2.2.3 Osservazione. Il teorema precedente vale anche per il prodotto di un numero finito di
spazi di probabilita discreti (€Q;, P();), P;) (i = 1,...,n). Infatti, se poniamo Pi),- = Pi({w;}),
Q= Q) X .., € Po = Dwy.wy) ‘= p}ul .. py,» allora P(A) = },eq po definisce 'unica
probabilita booleana su Q che soddisfa P(A; X ... X A,) = Pi(Ay)...P,(A,).

Una dimostrazione per induzione applicherebbe il Teorema al calcolo della probabilita
suQ =0, X...xQ, 1 XQ, =(Q; X...xQ, 1)xQ, come prodotto di quelle su Q; X...x€Q,

esuQ,.

2.2.4 Osservazione. Notiamo che AXB ¢ nient’altro che 1’evento “il primo esperimento verifica
I’evento A e il secondo esperimento verifica I’evento B”. In termini “rilassati” si potrebbe dire
che si trattassi dell’evento A N B. Pero A ¢ un evento di 2; e B ¢ un evento di 2,. Non possono

essere intersecati prima di poterli considerare come eventi di £ X €),. Notiamo, pero, che

AXB = (Ax Q)N (Q x B).
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(Esercizio: Verificarlo.) L’evento A X Q, di Q; X €, consiste di tutte le coppie (w1, w,) tali che
w; € A, in altre parole, tali che il primo esperimento verifichi I’evento A. Il prodotto A X €,
dell’evento A di €; con I’intero spazio campionario del secondo esperimento ¢ la descrizione
opportuna dell’evento A che riguarda solo il primo esperimento come evento dell’esperimento
congiunto. Altrettanto, Q; X B ¢ la descrizione opportuna dell’evento B che riguarda solo il
secondo esperimento come evento dell’esperimento congiunto. E I’intersezione A X B ¢ la des-

crizione dell’evento che accadano A e B allo stesso tempo.

Questa possibilita di “immergere” un evento A di ; in uno spazio prodotto ci sara molto

utile. Verifichiamo che rispetti le leggi dell’algebra booleana.

2.2.5 Proposizione. Siano Q, e Q, insiemi non vuoti. Allora la funzione ¢: P(Q;) — P(Q; X
Q) definita come p(A) = A X, é un omomorfismo di algebre booleane (si veda la Definizione
BX1), cioe, per ogni A, B C Q, vale

(AN B) = p(A) N @(B), @(AU B) = ¢(A) U ¢(B), oAb = @A)t

Inoltre, I’omomorfismo ¢ é iniettivo, ossia, un’immersione.
DimostrAzIONE. Lasciando le altre parti come esercizio, dimostriamo solo go(AC) = (,o(A)C.

oA = Ax WL = {(WLw): wr €A,wr e WIC = (W1, w): w1 €A 0 Wy & D)
= {(w,w2): w €A} = ALxQ, = ¢AL). m

2.2.6 Esempio. Adesso vogliamo discutere la moneta astratta reale. Cioe, gli spazi campionari
per un, rispettivamente, per n lanci sono sempre Q = {0, 1}, rispettivamente, 0". Ma non sup-
poniamo piu, che la moneta sia equilibrata. Piuttosto, supponiamo che la probabilita di avere
in un lancio il risultato 1 (successo) sia p € (0, 1) mentre la probabilita di avere il risultato O
(insuccesso) sia g := 1 — p € (0, 1). (La convenzione p # 0, 1, in gran parte, non & necessaria.
Ma ¢ standard in molti libri ed, oltre ad evitare certe banalita, serve soprattutto per evitare che
in alcune formule appaia un quoziente per 0.)

Probabilizziamo Q = {0, 1} secondo il Teorema L33 sugli spazi di probabilita discreti con
Po = g € p1 = p. Adesso ci tocca a probabilizzare anche lo spazio finito ". Dobbiamo, quindi,
indicare le probabilita di ogni risultato w = (wy,...,w,). Secondo la discussione precedente,
la probabilita di questo risultato ¢ il prodotto p(,. .w,) = Puw, - -- Pw, delle probabilita in ogni

tentativo. Osserviamo che p,, = pse w, = 1 e p,, = g se w, = 0. Questo lo possiamo anche
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scrivere in una forma pilt compatta come p,,, = p’q'~. (Esercizio: Verficarlo!) Ne segue

w 1—-w wy o 1—wy,

w1+m+wnq(Lﬂuﬂ+nﬂ{l—w0

Pwi,...wn) = Pwi+++-Pw, = P

w1+...+wnqn—(w1+...+wn)

=P

Vediamo che questa probabilita dipende solo dal numero k := w; + ... + w, di successi in n
lanci: pi,..w,) = prg"*.

Come nell’Esempio EZT-T2 ci possiamo chiedere della probabilita di vincere esattamente k
volte in questi n tentativi. La probabilita di una specifica n—upla (w1, ..., w,), che contiene k
volte “1” e n — k volte “0”, abbiamo appena stabilita come p*q"*. Ma veramente, per avere k
successi, una n—upla con k successi vale 1’altra. Dobbiamo quindi calcolare il numero di n—uple
favorevoli. Come nell’Esempio ZT-12 si tratta del problema di scegliere i k posti fra n su cui
appare “1”. Questo numero ¢ sempre (Z) Solo che adesso non lo dobbiamo dividere per 2",
il numero totale di n—uple possibili, ma moltiplicare con p*q"*, la probabilita di una n—upla

particolare con k successi. Infine,

n

k

P(“k successi in n tentativi”) = ( )pkq”_k =: B, k).

Chiameremo ’legge binomiale ‘ di parametri n € Ny, p € (0, 1) la probabilita su P({0, 1,...,n})

che assegna a {k} la probabilita B, ,(k).

Nuovamente, troviamo ancora un caso particolare del Teorema AT T4 (formula del bino-

mio), piu generale del Corollario ZT-T4l, ma non ancora in piena generalita.

2.2.7 Corollario. Perp+qg=1,p>0,g>0vale 1 = (p+¢q)" = Z (Z)qun_k-

k=0
2.2.8 Nota matematica.

Per arrivare alla forma generale della formula del binomio (x+y)" = ¥, (’Z)xk y"~* tramite
questo ragionamento probabilistico, non manca molto. Se x e y hanno lo stesso segno, allora
possiamo definire p = - > 0eq = %y > 0 con p+g = 1 ed applicare il Corollario Z272.
Troviamo

_ - (n k n—k _ 1 - (n n—k
h= Z(k)pq - (x+y)"z(k)xky '

k=0 k=0

Stranamente, il caso dove x e y hanno il segno opposto, crea problemi. Si potrebbe ragionare
che, per una y fissata, (x + y)" come funzione di x € un polinomio ag + a;x +...+a,x" in x
e che i coefficienti a; sono gia determinati conoscendo il polinomio solo per x > 0o x < 0.

Fine della nota.
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Se n ¢ grande, le probabilita B, ,(k) della legge binomiale, numericamente, sono difficile da cal-

colare. Questo ¢ dovuto non solo ai coefficienti binomiali (che sono facile da calcolare quando

k o n—k & piccolo) ma soprattutto al calcolo di p*¢"* dove almeno uno degli esponenti k e n—k

¢ grande. Per questo esistono diverse approssimazioni della legge binomiale per grandi n.
Pero, mandando semplicemente n — oo, troviamo

k k

n - n n
0 < B,,k) = (k)pkq" - kl:—qkn(n—l)...(n—k+l)q < k’f—qknkq 50

per ogni k.

1l fattore % non dipende da 7. Quindi, basta di dimostrare che nfg" — 0 per || < 1. Per
k = 0, non c’¢ nulla da dimostrare. (¢ — 0.) Per k > 1 I’affermazione ¢ un fatto noto
dall’analisi. Si puo dimostrare applicando la seguente regola.

2.2.9 Regola di ’Hospital. Siano f: x — f(x) e g: x — g(x) funzioni derivabili in un
intorno di xqy (con la possibile eccezione di xq stesso) che soddisfano g(x) # 0 per x + xp e
lim,,y, f(x) = limy_,, g(x) = 0 oppure lim,_,,, f(x) = lim,_,, g(x) = co. Allora

im £ = i L
=x gx)  x=x g'(x)

includendo il fatto che esistenza di uno dei limiti implica ’esistenza dell’altro. xo puo
essere anche oo.

. . . k
Per applicare questa regola sostituiamo 7 con x. Otteniamo nfq" = x*¢* = % La

derivata di x* & kx*!. La derivata di ¢ & —¢ *Ing. Osserviamo che lim,_, x* =
limy—e g~ = c0. Quindi

. ) kxk1 o k(k-1)...1
hrn = hm _— = ... = hm _—
xo00 g% xoe0 ¥ - (—Ing) x=e0 g% - (= Ing)k

Infine, lim,,_,« B, (k) = 0 per ogni k € N.

Questo diventa plausibile, se disegniamo il grafico della legge binomiale per alcuni n. Si vede,
che con n aumentando, il grafico diventa sempre pit largo, ma anche sempre piu piatto. Il “ba-
ricentro” della distribuzione (che conosceremo nella Sezione B4 come attesa) si sposta sempre
piu verso valori grandi, cosicché per un valore fissato di k la probabilita diventa sempre piu
piccola.

Un modo per evitare questo fenomeno, ¢ diminuire p allo stesso modo come n diventa
grande. Piu formalmente, per ogni n scegliamo il parametro p,, della legge binomiale tale che il

prodotto p,n assume un valore costante 4 > 0.
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2.2.10 Approssimazione di Poisson. Sia A > 0 e per ogni n > A poniamo p,, = ﬁ

Allora .

. A .
lim B, ,, (k) = e ﬂH =: Poi,(k)
per ogni k € Ny. La probabilita booleana su P(Ny) che soddisfa P({k}) = Poi (k) si

chiama la legge di Poisson di parametro A > 0.

La verifica che 1 numeri Poi, (k) definiscano una probabilita secondo il Teorema [C39 sugli spazi

di probabilita discreti, la lasciamo come esercizio.

DivmosTrAZIONE DEL TEOREMA ZZT0.  Inseriamo la forma concreta di p,, = ﬁ eqp=1- %:

N L

n
/lk A\n 1 k
- Hn(n—l)...(n—k+1)(1—;) (m)
B Ak A\n n n—1 n—k+1
F( _;)n—/l'n—/l'”" n—A1

k . n . .
Il fattore ;{l—, non dipende da n. Il fattore (1 - j—ll) , secondo 1’analisi, converge verso e,

Ognuno dei k fattori rimasti converge verso 1, quindi, lo fa anche il loro prodotto. (Per
questo ¢ importante che il numero & di fattori € costante e non dipende da n.) m

2.2.11 Esercizio. La probabilita che una persona scelta a caso soffra di una certa malattia
1

sia p = 35 = 5%. Scegliamo n = 100 volte una persona a caso. Calcolare le probabilita
Bloo,%(k) perivalorik =0,1,2,3,4,5 (o almeno per k = 5):

1. secondo la formula esatta per B, ,(k).

2. secondo I’approssimazione di Poisson. (Qual ¢ 1?)
Qual ¢ la probabilita di “pescare”

3. il primo malato al quinto tentativo?

4. il secondo malato al decimo tentativo?

Ripetere I’esercizio per n = 1000, p = ﬁ = 5%o.

La legge di Poisson non ¢ pil concentrata su un insieme finito, ma abbiamo sempre a che fare
con uno spazio di probabilita discreto. Nella prossima sezione lasciamo addirittura gli spazi di

probabilita discreti.

2.3 Una costruzione di uno spazio di probabilita non discreto

Torniamo al lancio della moneta. Una domanda tipica al lancio della moneta ¢ quale sia il
momento del primo successo. Quante volte, in un esperimento concreto, dobbiamo lanciare la

moneta finché non esca “1”.
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Dobbiamo affrontare un problema cruciale: Non possiamo sapere in anticipo il tempo da
aspettare! In un numero finito n di tentativi € benissimo possibile di avere n volte 0. (Cio accade
con la probabilita ¢" > 0.) Dobbiamo modellare I’esperimento in tal modo che sin dall’inizio
¢ possibile di lanciare un numero arbitrario di volte. Uno spazio campionario opportuno ¢ lo
spazio

Q% = {w= (w1, ws,...): W,Wwy,...€Q}

di tutte le successioni di elementi di Q = {0, 1}, dove w; ¢ il risultato del i—esimo lancio. Adesso
ci tocca a probabilizzare questo spazio campionario. Se procedessimo come nel caso di n lanci,
una singola successione w dovrebbe avere come probabilita un prodotto infinito di numeri p e
g, entrambi strettamente piu piccoli di 1. Al meno uno di questi due numeri appare un numero
infinito di volte. Un tale prodotto ¢ 0. Vediamo subito, che non possiamo comporre le probabilita
di eventi complessi dalle probabilita degli eventi elementari, perché questi sarebbero tutti 0.

Dobbiamo trovare altri eventi (diversi da eventi elementari) ai quali ci riesce di attribuire
delle probabilita in modo ragionevole. Tali eventi potrebbero essere questi, di cui verifica di-
pende solo da un numero finito n di lanci, anche se n puo variare per eventi diversi. L’evento
“primo successo al k—esimo tentativo” ¢ di questo tipo, perché alla domanda si puo rispondere
non appena il numero n di tentativi raggiunga k. (O c¢’¢ il primo successo in questo momento,
o non lo ¢. Per stabilirlo basta di conoscere la successione (w;, w,,...) fino al punto k. Solo
che, se non ¢ avvenuto almeno un successo nei primi k tentativi, non sapremo nulla su quanto
dobbiamo ancora lanciare.)

Come probabilita di un tale evento porremo semplicemente quella che conosciamo gia dalla
discussione del modello con n lanci. Precisando questa idea, vogliamo che gli eventi A, di Q"
sono anche eventi di Q%, e che come eventi di Q* hanno la stessa probabilita che hanno in Q".

A questo punto, se supponiamo che questo procedimento funzioni, siamo gia in grado di
calcolare la probabilita di avere il primo successo al k—esimo tentativo. Lo facciamo subito,
rimandando la dimostrazione, che il procedimento funzioni, ad una discussione in caratteri pic-

coli.

2.3.1 Teorema. In un lancio continuato di una moneta con probabilita p € (0, 1)
di “testa”, la probabilita di lanciare “testa” per la prima volta nel k—esimo lancio
(keN)e

p(1=p)" = geom,(k).
La probabilita su P(N) che soddisfa P({k}) = geom,(k) si chiama la legge geome-
trica di parametro p € (0, 1).

La verifica che i numeri geom,(k) definiscano una probabilita secondo il Teorema 39 sugli
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spazi di probabilita discreti, la lasciamo come esercizio.

DimosTtrAZIONE DEL TEOREMA 371, Lappartenenza di una successione (wy, wy, . ..) all’evento

“k ¢ 1l momento del primo successo” si decide entro k lanci, cioe, guardando solo la k—upla

(w1, ...,wy). La probabilita di questo evento va, quindi, calcolata come quella dell’evento
“k — 1 zero nei k — 1 primi lanci e uno nel k—esimo lancio” = {(0,...,0, 1)}
——
k—1 volte

di €. La probabilita di tale evento elementare con esattamente un successo in k tentativi abbia-

mo calcolato come p'g*~!. m

Ripetiamo subito tale ragionamento per la domanda piu generale del momento del n—esimo

SUCCESSO0.

2.3.2 Teorema. In un lancio continuato di una moneta con probabilita p € (0, 1) di

“testa”, la probabilita di lanciare “testa” per I’n—esima volta nel k—esimo lancio
(kefnn+1,...})e

k - 1 n k-n __.
(n B l)p (1-p) =: Pas, (k).

La probabilita su P({n,n+1, .. .}) che soddisfa P({k}) = Pas,,,(k) si chiama la legge

di Pascal di parametrin € N, p € (0, 1). Per n = 1 ritroviamo la legge geometrica.

DimosTrAZIONE. La verifica che 1 numeri Pas, ,(k) definiscano una probabilita secondo il Teo-
rema [[39 sugli spazi di probabilita discreti, la dobbiamo rimandare fino alla Sezione B sulle
funzioni generatrici.

Come sopra, I’appartenenza di una successione (w1, wy, ...) all’evento “k ¢ il momento del
n—esimo successo’ si decide entro k lanci, cioe, guardando solo la k—upla (wy, . . ., wy). La pro-

babilita di questo evento va, quindi, calcolata come quella dell’evento

“k —n zero e n — 1 uno nei k — 1 primi lanci e uno nel k—esimo lancio”

= {(U)],...,(Uk_l,l)I w1+ ...+ W :I’l—l}

di €. La probabilita di ogni elemento di questo evento con esattamente n successi in k tentativi
abbiamo calcolato come p"¢*". Il numero di elementi & uguale al numero (”:i) di possibilita di
scegliere gli n — 1 posti fra k — 1 tentativi dove appare uno. (L’ultimo posto ¢ fissato di essere

k). m

Per giungere al termine di questa sezione, adesso ci occupiamo dell’esistenza di un’algebra
booleana su Q> che contiene tutti gli eventi che corrispondo a domande che riguardano solo
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un numero finito n di elementi di una successione w = (w1, Wy, . .., Wy, Wy4l, - - .). Il nUMETO
n puo variare dipendente dall’evento, ma vogliamo che per ogni evento A di quest’algebra
booleana esista un n tale che appartenenza ad A si decide guardando solo i risultati dei
primi #n lanci (wy, .. ., w,). Quindi una successione w = (W1, ... Wy, Wp+1, Wpi2,-..) € di A
se e solo anche la successione w’ = (wy,...w,, W W ... ¢di A, qualunque siano i

’
) . . . n+1’ "“n+2’°
risultati a);l L@ . . Non ¢ difficile da vedere che A debba avere la forma

A=A4,XAXAX... Q¥ = OAxQAX... = A"xXQAXxQX...

’/
n+2°

per un evento (unico; s.v. la Proposizione IZ2Z3) A, € ©,. La Proposizione 23 ci dice
anche che
A, = {4, xQAXQX...: A, € P(Q)}

¢ un’algebra booleana su Q* isomorfa a P(2,).
Chiaramente vogliamo assegnare all’evento A, X Q X Q X ... di Q> la medesima pro-
babilita dell’evento A, di Q". Il seguente teorema ci dice che cio funziona.

2.3.3 Teorema. La famiglia

AQ) = | Jlaxaxax...:4,co) = | A,
neN neN
di sottoinsiemi di Q> ¢ un’algebra booleana su Q. La funzione P, che manda A, X € X
QAx... e A a P,(A,) (la probabilita dell’evento A, € Q"), e ben definita e definisce un
probabilita booleana P, : A(Q) — R su A(Q). Chiameremo lo spazio di probabilita booleano

(Q%, AQ), Py,) lo schema successo-insuccesso o lo schema di Bernoulli.

DmostrAZIONE. Osserviamo che la successione di sottoinsiemi A,, di P(Q*) & crescente:
n<m — A, CA,.

Infatti, se per A, € Q" poniamo A,, := A, X Q""" € Q" sivedeche A, X QX QX ... =
Ap X QX Qx ... .Poi sappiamo gia che per ogni n € N, la famiglia A, ¢ un’algebra
booleana di sottoinsiemi di Q. Ne segue, che anche A(C2) ¢ un’algebra booleana:

AL BEAQ) = Inm:Ae A,,BeA, = AecA,Be A, dove k= max(n,m).

Allora, anche A N B,A U B,AC € A, c AQ).

Sian<meA e A, C A,. Dobbiamo dimostrare che la definizione di P (A) non
dipende da dalla nostra scelta di considerare A come elemento di A, o di A,,. Ricordiamoci
che I’elemento A,, € Q" che permette di scrivere A come A, X QXQX... & unico. Lo stesso
vale per A,, € Q" taleche A = A,, x QX QX ... . Sappiamo gia che A,, = A, Xx Q""" ¢
una scelta possibile, quindi, ¢ I'unica scelta. Dall’Osservazione 24 segue

Pm(Am) = Pm(An X Qm—n) = Pn(An)Pm—n(Qm_n) = Pn(An)

P ¢ chiaramente positiva e normalizzata. Come sopra, due eventi di A(£2) possono sempre
essere considerati elementi dello stesso Ay (k abbastanza grande). Poiché Py ¢ additiva, lo
¢ anche P. m
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Qual ¢ la differenza fra il Teorema 231 (o il suo compagno piu generale, il Teorema 2372)
con e senza essere a conoscenza del Teorema Z33? Le dimostrazioni dei Teoremi 23T e
I’abbiamo fatte come se fossimo all’interno dello spazio di probabilita discreto Q¥. Per poter
calcolare la probabilita del primo (o dell’n—esimo) successo al k—esimo lancio questo & perfetta-
mente sufficiente. Il problema ¢ che per ogni k per cui poniamo la domanda, abbiamo modellato
I’esperimento su uno spazio di probabilita diverso. Solo il Teorema ci permette rispondere
alla domanda per tutti i k su un medesimo spazio di probabilita Q. In particolare, solo Q> ci
permette la modellazione dell’esperimento che risponde alla domanda “quando arriva il primo
(I’'n—esimo) successo?” con tutte le risposte k € N (rispettivamente, k = n,n + 1,...) possibili.
Il prezzo da pagare & che * non ¢ piu uno spazio di probabilita discreto. Infatti, abbiamo

gia notato che i risultati individuali (w1, w;, . ..) hanno tutti la probabilita 0.

2.3.4 Nota. Parlando onestamente, se attribuiamo agli eventi elementari di Q> la probabilita
0, abbiamo commesso un errore formale, perché gli eventi elementari {(w;, w», .. .)} non fanno
parte di A(Q). (Per sapere che si verifichi un evento elementare, bisogna pure conoscere 1’intera
successione di lanci. Questo ¢ in piena contraddizione con la descrizione degli elementi di A(Q)
come eventi di cui realizzazione puo essere deciso sempre dopo un numero finito di lanci,
benché tale numero dipende dall’evento.) Aggiungendo all’algebra booleana anche gli eventi
elementari senza ulteriori precauzioni, violiamo la chiusura dell’algebra sotto il complementare.

E, pero, possibile rimediare:

Definizione. Una famiglia N di sottoinsiemi di Q # 0 si dice un ideale dell’algebra boo-
leana P(Q) se soddisfa

NMeN — NUMEeN, e SCNeN — SeN.

Osservazione. Si nota che la seconda proprieta, per definizione, equivale S "N € N per
ogni S € P(Q)eogni N € N,eche grazieaN A M C NUM € Nanche N A M ¢
di M. Quindi, NV ¢ chiusa sotto I’addizione A, ed il prodotto N di un elemento S arbitrario
di P(Q) e di un elemento n di N ¢ sempre di N. Questo ¢ che, nell’algebra, si chiama un
ideale nell’anello (P(2), A, N); si vedano le dispense [Skeld]. Lasciamo come esercizio
dimostrare I’affermazione opposta: Se NNS e Ne N A M € N per ogni N,M € N e ogni
S € P(Q), allora N ¢ un ideale di P(Q2) nel senso della definizione precedente.

Esempio. L’insieme Ny := {N C Q: JA|,A;,...;N C A; € A; P(A;) — 0} & un ideale
di P(Q). (Esercizio: Verificare che Ny ¢ un ideale.) Nel caso dello spazio Q* per il lancio
continuato, Ny contiene (fra I’altro) tutti i sottoinsiemi finiti di Q.

Teorema. Sia (Q, A, P) uno spazio di probabilita booleano, e sia N un ideale di P(Q).
Allora
BAN) = {(ANNHYUN |A€ AN; e NN NN, = 0)
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e un’algebra booleana su Q, infatti, I’algebra booleana piii piccola che contiene A e N.

DmmostrazZIONE. Notiamo che Ny N N, = () equivale N; C NE equivale N, C NF . Ne segue

che (ANNCYUN, = (AUN,) N NE e, di conseguenza, (ANNC)UN,)C = ACUN) N NE
¢ di S(A, N). Calcoliamo

((ANNEYUN) N (BN MEY U M)
= ((AnB)N (N UM, )[:)u((ArleC mMz)U(szBﬁMIC)U(szMz)),
—_——— —_————

=C =L, =1,

dove C = AnBedi A dove Ly = Ny UM e L, C N UM,) sono tutti e due di N,
e dove Ly N Ly = 0. Quindi, la famiglia S(A, N), essendo chiusa sotto complementari
ed intersezioni, ¢ un’algebra booleana su Q e non ci puo essere un’algebra booleana piu
piccola che contiene sia A che N. m

Lemma.
1. A,Be€ A, allora |P(A) — P(B)| < P(A A B).
2. Per qualsiasi A, B,C € P(Q) vale (C A A) A (C A B)=(A A B).
3. BAN)>C=ANNYUN, = (BN MY U My), allora A & Be N.
4. (ANNYYUN; = 0, allora A € N.
5 (ANNSUN) N (BAMEYUM,) =0, allora AN BeN.

DIMOSTRAZIONE.

1. Calcoliamo
IP(A) - P(B)| = |(P(A N B)+P(ANBY) - (P(AN B) + P(AL N B))

= PAnBY - P nB) < PANnBY) + PAC N B) = P(AAB).

2. Ricordiamoci che A ¢ un operazione associativa (e, ovviamente, commutativa). In-
ore Ca C=cCnchucltney=0eoac=w0ncluwetno =c.
Quindi,

(CAAA(CAB) =CACAAAB =0AAAB = AAB.

3. Per A, B,C, Ny, Ny, M1, M, come indicati, dimostriamo solo che C A A € N, perché
con (2) ne segne che anche AA B=(CAA)A(CABC(CAA)UCABediN.
Per dimostrare C A A = (C N AC) U (CC N A) € N, basta osservare che

cnal = anNHUN)NAl = @nNEnabu,naly = Mnal e w,

perché N> € N, e che

cChna=@nNHUNYCNA = ACuN)ANC N = Ve nA) e N
- 1 2 - 2 1 = 2 1 s

perché N, e N.
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4. Se (ANNCYUN, = 0, allora (AN NE) U N, 5 An NE = 0. Quindi,

A=ANMNUNY) = ANN)UMANND) = ANNDUO = ANN; € N,

perché Ny e N.
5.SeC>C'eD> D, alloraCnD>C' nD. (Esercizio: Dimostrarlo!) Quindi,

0 = (ANNEYUNINBAMEYUM,) 5 ANNENBAME) = @AnBNKuM)C,

e di conseguenza (A N B) N (N U M1)C = (. Poiché Ny U M; & di N, applicando il
Numero (4) troviimo AN B e N. m

L’idea ¢, di definire una probabilita booleana Q su B(:A, N) in modo tale che gli elementi
di N diventino eventi impossibili, i loro cpmplementi, quindi, eventi sicuri. In altre parole,
vogliamo porre Q((ANN IC)UNQ) := P(A). Poiché questo sia una definizione valida, occorre
¢ basta che Q(C) non dipende dal modo in ciui scriviamo C € (A, N) come (ANN ]C) UNs.
Ma una volta stabilito questi, ne segue subito che Q estende P (infatti, per C € ‘A abbiamo
cC=(Cn (Z)C) U con® e N, quindi Q(C) = P(C)), che Q(C) > 0, e che Q(QQ) = P(Q) = 1.
E se gli elementi (A NN IC) UNe(BNM IC) U M>) di cN sono disgiunti, allora secondo il
Numero (5) del lemma ANB ¢ un elemento di NV e, quindi, Q(ANB) = Q(((Z)DQ)C)U(AOB)) =
P(0) = 0. Quindi, se Q esiste, allore ¢ una probabilita booleana su S(A, N) che estende P.
Vediamo alcuni casi dove riusciamo dimostrarlo.

Corollario 1. Se AN N = {0}, allora la funzione Q((A N NlC ) U Np) := P(A) definisce
una probabilita booleana Q su B(A, N') che estende P.

DivmosTrAZIONE. Rimane da dimostrare che la definizione sia valida, ossia, che uguaglianza
di (AN NEY U N, e(B N ME) U My) implichi che P(A) = P(B). Poiché, A ¢ B sono di A,
anche A A B e di A. Dall’altra parte sappiamo dal Numero (3) del lemma che A A Be di
N. Per ipotesi, 'unico insieme che soddisfa tutti e due le condizioni ¢ @. Quindi, usando
anche il Numero (1) del lemma, troviamo

|[P(A)— P(B)] < P(AAB) = P(0) = 0,
ossia, P(A) = P(B). m

Corollario 2. Se per ogni N € N esiste una successione Ay,A,... DO N di eventi in A
tale che lim,,_,o, P(A,) = 0, allora Q((A N NIC) U N,) := P(A) definisce ['unica probabilita
booleana su B(A, N) che estende P. (Si noti che in questo caso non abbiamo richiesto

ANN=0.)

DmostrazIONE. Come nella dimsotrazione precedente, abbiamo A A B € N. Secondo
I’ipotesi esistono eventi Cy, C», ... tutti contenenti A A B tali che P(C,) — 0. Quindi,

|P(A) - P(B)] < PAArB) < P(Cy) = 0

non puo essere che 0. m



52 Capitolo 2. Spazi di probabilita elementari ed altre applicazioni del calcolo combinatorio

Per concludere la Nota 234, I’esempio ed il Corollario 2 della discussione precedente ci dico-
no che possiamo aggiungere all’algebra booleana di eventi A di qualsiasi spazio di probabilita
booleano tutti gli eventi N C N (ossia, quelli che possono essere “rinchiusi” in eventi A, di A
con probabilia sempre pit piccole P(A,) — 0) dandoli la probabilita Q(N) = 0, e ovviamen-
te anche gli eventi dell’algebra booleana B(A, Ny) generata da loro, definendo cosi un’unica
probabilita booleana su tutta quest algebra.

Uno spazio di probabilita booleano (€2, A, P) si dice completo, se (2, (A, Ny), Q) ¢ uguale
a (Q, A, P). Non ¢ difficile convincersi, che iterando la procedura applicandola di nuovo ad
(Q,B(A, Ny), Q), non si aggiungo nuovi eventi. (Esercizio!) Quindi, (Q, B(A, Ny), Q) ¢ sempre

completo. Si chiama il completamento di (Q2, A, P).

2.3.5 Nota. Nell lancio continuato della moneta, un elemento w = (W, ws,...) € Q lo pos-
siamo interpretare come frazione binaria 0, w w,... € [0, 1]. In questa notazione, 1’evento

{(wi,...,w,)} X Q% di AQ) corrisponde al sottointervallo [0, w; ... w,,0, w; ...w, + %] di

[0, 1]. Se la moneta ¢ equilibrata (ossia, se p = g = %) la probabilita dell’evento di A(LQ)
zi,,, ossia, la lunghezza dell’intervallo. Siamo vici-

ni alla situazione del teorema di Vitali e degli altri risultati discussi nelle note conclusive del

che corrisponde tale intervallo, € proprio

primo capitolo. Dobbiamo notare, pero, che la corrispondenza far elementi di Q* e elementi
dell’intervallo [0, 1] non ¢ biunivoca. (Infatti, un numero binario con periodo 1 ... corrisponde
ad una frazione con espansione finita.) Ma ¢ possibile assicurare in modo consistente, che “i

problemi hanno probabilita 0”.

2.3.6 Nota. Abbiamo visto diversi teoremi che garantiscono 1’esistenza di probabilita prodotti
su spazi prodotti. C’¢ il Teorema sul prodotto di due spazi di probabilita discreti, e la
sua generalizzazione ad un prodotto di un numero finito di fattori nell’Osservazione Z23. Poi
abbiamo visto il Teorema sulla probabilizzazione di uno spazio prodotto infinito, ma molto
particolare. Infatti, si trattava dello spazio prodotto piu semplice in cui tutti i fattori hanno
solo due elementi (un fattore che ha un solo elemento ¢ banale) e le probabilita di queste due
elementi sono le stesse in ogni fattore. Perd la dimostrazione del Teorema generalizza
facilmente (ed ¢ scritta tale che la generalizzazione si veda facilmente) al caso di un prodotto di
una successione (€, P(€2,), P,) (n € N) di spazi di probabilita discreti. Non & neanche troppo
difficile fare lo stesso per famiglie arbitrarie di spazi di probabilita discreti. Una volta stabilito
un prodotto di due (o di un numero finito) di spazi di probabilita booleani arbitrari (Q;, A;, P;),
anche 1 prodotti di famiglie arbitrarie si possono costruire allo stesso modo come sopra. I metodi
per prodotti finiti, li trattiamo nell’ Appendice 0. Torniamo alla formulazione del risultato per

un prodotto finito nel Teorema B31l.



Capitolo 3
Indipendenza e probabilita condizionata

Che cosa potrebbe significare la frase “I’evento A ¢ indipendente dall’evento B”? Ricordandoci
che I’unica cosa che possiamo attribuire all’evento A ¢ la probabilita che si verifichi, arriviamo
alla frase “la probabilita dell’evento A non dipende da informazioni che, eventualmente, acqui-
stiamo sull’evento B”. E I'unica informazione su un evento B, che possiamo acquisire, ¢ se si
sia verificato o meno. Quindi, A sarebbe indipendente da B se la probabilita di A non cambia,
quando acquistiamo I’informazione “si ¢ verificato B” (togliendo cosi dallo spazio campionario
tutti 1 casi che non verifichino B; si paragoni con la discussione nel Punto 271 sulle frequenze
relative).

Questo ci lascia con il problema di indicare che cosa sarebbe la probabilita di A dato
I’informazione che si ¢ verificato B, una probabilita che vogliamo indicare con il simbolo
P(A|B). Solo quando abbiamo stabilito il significato di una tale probabilita condizionata nel-
la Sezione Bl, possiamo proseguire e dire che A sia indipendente da B, se P(A|B) = P(A).
Veramente, come spesso nell’assiomatizzazione, nella Sezione sceglieremo una definizione
di indipendenza, che permette di dedurre tale uguaglianza ma che risulta piu flessibile nelle

applicazioni.

3.1 Probabilita condizionata

Per dare un significato al simbolo P(A|B), cio¢ alla probabilita di A condizionata dall’infor-
mazione che si ¢ verificato B, ci lasciamo guidare dalla parola “probabilita”, richiedendo che,
soprattutto, la funzione P(e|B): A — P(A|B) sia, a tutti gli effetti, una probabilita booleana
sull’algebra booleana (A di eventi dello spazio di probabilita booleano (Q, A, P).

Per evitare problemi, chiediamo che P(B) non ¢ 0. (Non ¢ molto logico, considerare il caso

che si sia verificato un evento B che si verifichi con probabilita 0.) Se P(e|B) ¢ una probabilita

33
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su A, allora vale anche la formula della probabilita totale (Teorema [2TT)
P(A|B) = P(AN B|B) + P(A N BCUIB).

Abbiamo, quindi, la suddivisione in due casi: Un caso di un evento A N B contenuto in B, e
I’altro caso di un evento A N BC disgiunto da B.

Guardiamo prima il secondo caso, cioe supponiamo che A sia un evento disgiunto da B.
L’informazione che si sia verificato I’evento B, esclude che si sia verificato anche I’evento A.
Una probabilita prendendo in considerazione tale informazione non puo fare altro che assegnare
ad A la probabilita condizionata 0. Quindi, per una probabilita condizionata sensata dobbiamo
chiedere che AN B =0 = P(A|B) = 0.

Per eventi contenuti in B € meno ovvio che dobbiamo fare. Pero, in una serie di verifiche
per gli eventi A; C Be A, C Binumeri assoluti Ny e N, dei tentativi nei quali si verifichino gli
eventi A; e A,, rispettivamente, non cambiano se prendiamo in considerazione solo i tentativi
nei quali si ¢ verificato anche I’evento B, perché in ogni tentativo in cui si ¢ verificato A; C B
0 A, C B sappiamo che si ¢ verificato anche B. Quindi, I’informazione che si sia verificato B

.. . P(A L, U .. .
non cambia in nessun modo il rapporto x—; ~ 241 perché le probabilita condizionate riflettano

P(A2)*
questo fatto, chiediamo % = f,&‘;:g; qualunque siano gli eventi A; e A, contenuti in B e con

P(A;) # 0. Soprattutto, se scegliamo per A; un evento qualsiasi A C B contenuto in B, e per A,

lo stesso evento B, allora troviamo

P(A) _ P(AB)
P(B) ~ P(BB)

= P(A|B),

dove per forza P(B|B), cio¢ la probabilita che si verifichi B dato I’informazione che si ¢ verifi-
cato B, la dobbiamo mettere uguale ad 1.
Intanto, per un evento qualsiasi A di A, se applichiamo le due argomentazioni precedenti
all’evento A N B contenuto in B, rispettivamente, all’evento A N BC disgiunto da B, troviamo
P(A|IB) = P(ANB|B)+ P(AN BC|B) = PANB +0 = PANB
P(B) P(B)

Sara questa la nostra definizione della probabilita condizionata.

3.1.1 Definizione. Sia B un evento di A con la probabilita

P(B) # 0 (!!)]. Allora
per ogni evento A € A la probabilita condizionata di A dato B ¢ definita

P(AN B)

P(A|B) := P(B)

Abbiamo motivato la definizione chiedendo, fra altre proprieta naturali, che la funzione P(e|B)

definita su A sia una probabilita booleana. Adesso ci tocca a dimostrare che sia veramente cosi:
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3.1.2 Proposizione. Per ogni B € A, P(B) # 0 la funzione P(e|B): A — P(A|B) é una proba-

bilita booleana su A.

P(ANB) s
) © un numero

positivo, dato che si tratta del quoziente di un numero positivo P(A N B) > 0 e di un numero

DmosTtrAzIONE. Dobbiamo verificare i tre assiomi. Chiaramente P(A|B) =

strettamente positivo P(B) > 0. (Soprattutto P(e|B) ¢ una funzione a valori in R, un fatto di

BB
P(B)

disgiunti. Allora anche gli eventi A} N B e A; N B sono disgiunti. (Perché?) Troviamo

cui verifica avevamo trascurato finora.) Ovviamente P(Q2|B) = = 1. Siano A, e A, eventi

P((A1 UAy)N B) P((A1 NB)U (A, N B))
P(B) B P(B)
_ P(A,NB)+P(A,NB)
B P(B)

P(A1 U Ay|B) =

= P(A,|B) + P(A;|B).

Quindi, P(e|B) ¢ additiva. m

Convenzione: Se P(B) = 0 poniamo, per definizione, P(A|B) := 0 per ogni A € A.
Si tratta di pura comodita, perché con questa convenzione alcune formule fun-
zioneranno senza che dovessimo escludere tanti casi particolari. Chiaramente, se
P(B) = 0, la funzione P(e|B) non ¢ una probabilita (P(Q|B) = 0) e in questo caso il

simbolo non puo essere chiamato probabilita condizionata per nessun motivo.

N.B.: Abbiamo dimostrato che la probabilita condizionata P(e|B): A — P(A|B) ¢

una probabilita. Questo non é assolutamente valido come funzione dell’altra varia-

bile B. La funzione P(Ale): B — P(A|B) non ¢ quasi mai una probabilita.

3.1.3 Esercizio. Che significa P(A|Q)) = 1 per P(A)? Per un A che soddisfi tale condizione,
quale valore risulterebbe per P(A|B) per ogni B con P(B) # 0? Verificare che nello spazio
di probabilita booleano (N, A, P) degli Esempi [T 13 e T4 la funzione B — P(€|B) defi-
nisce una probabilita booleana su (A. Esiste uno spazio di probabilita booleano (Q, P(Q), P),
tale che B — P(€Q|B) definisce una probabilita booleana su P(2)?

3.1.4 Esercizio. Usufruire della Proposizione BT e dell’Osservazione 2Z3(0) per dare
un’altra dimostrazione di A € B = P(A) < P(B) (Corollario ’2R) nel caso P(B) > 0.

3.1.5 Esempio. Torniamo all’Esempio 2T con lo spazio di probabilita elementare
Q = {tki,k) €{l,...,NY: ki # ky}

che descrive I’estrazione di due palline, una dopo 1’altra, dall’'urna con n palline bianche ed

N — n palline rosse, ed i suoi due eventi

Ay = {(ki, k) € Qi ky €{1,...,n}} Ay = {(k1, k) € Qi kp €{l,...,n}}
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indicando che la prima, rispettivamente, la seconda delle palline estratte risulta bianca. Con le

probabilita P(A; NAy) = Al = 2. 2=L p(A; NAY) = 808 — 2. N e p(A,) = £, troviamo

P nAY)  N-n
P(A)  N-1

PANA)  n-1
P(A)  N-1

P(AslA)) = P(ASIA)) =
(Notiamo che P(A,|A;) + P(AE |A;) = 1 come si deve.) In ogni caso, la probabilita condizionata
che otteniamo ¢ uguale alla probabilita che otterremmo se avessimo, sin dall’inizio, estratto una
pallina da un’urna con N — 1 palline, n — 1 di esse bianche, le altre N —n rosse. In altre parole, ¢
come se lo spazio di probabilita fosse ridotto a quello che rimane dopo I’estrazione della prima

pallina. Questo comportamento ¢ tipico per gli spazi di probabilita elementari.

Sia (Q, P(Q), P) uno spazio di probabilita elementare e sia B C € un suo evento con
P(B) # 0 (ossia, B # 0). Allora

#(ANB)

P(ANB #ANB
P(AB) = (P(g) ) - = (#g )
#Q

E come se avessimo calcolato la probabilita del sottoinsieme A N B (ciog la parte di

A compatibile con la condizione B) nello spazio di probabilita elementare B.

Continuiamo 1’esempio con 1’urna. Abbiamo gia notato una certa simmetria rispetto allo scam-

bio delle coordinate degli elementi di €2,. Per esempio, P(A;) = P(A;). Ne segue,

P(A,|A|)P(A
P(AIIAy) = % = PAJA).

Come possiamo interpretare questa probabilita condizionata? Estraiamo la prima pallina, ma
non prendiamo nota del risultato. (All’urna adesso manca una pallina, ma non ne sappiamo il
colore.) Poi estraiamo la seconda pallina che risulta bianca, cio¢ si ¢ verificato I’evento A,. Poi
ci possiamo chiedere, prendendo in considerazione che la seconda pallina ¢ bianca, con che
probabilita anche la prima pallina era bianca, cioe, se adesso decidessimo di guardare anche la
prima pallina, qual ¢ la probabilita condizionata dell’evento A; (la prima palline risulta bianca)
dato A, (la seconda era bianca).

Similmente, troviamo

Pl = PATADPAD) (- PAADPAY (- FE) § _ 3§ _»
R - N —n - _n - .
P(A) P(AL) T = N1

Anche questo ¢ uguale a P(AzlAlc).
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In quest’ultima parte dell’Esempio BT3 abbiamo usufruito della probabilita condizionata

P(A|B) come
pa) = DABPB)
P(A)

per esprimere la probabilita condizionata P(BJA). Questo, assieme alla probabilita totale ha delle

conseguenze molto importanti.

3.1.6 Teorema. Sia By, ..., B,, € A una partizione di Q. Allora valgono:

1. (Seconda forma della formula della probabilita totale.)

P(A) P(ANB) +...+ P(ANB,)

P(A|B,)P(B)) + ...+ P(A|B,,)P(B,).

2. (Formula di Bayes.) Sia P(A) # 0. Allora

P(A|B,)P(B
Py - PABIIE)
B P(A|B)P(By)
~ P(A|B))P(B)) + ...+ P(A|B,)P(B,,)
perognik=1,...,m.

Nel caso particolare di una partizione in due eventi By = Be B, = BC abbiamo

1. P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B®)P(BC),

P(A|IB)P(B) _ P(A|B)P(B)

2. P(B|A) = = '
PBIA) = — 5 P(AIB)P(B) + P(A|BC)P(BC)

Le formule che abbiamo scritto forniscono subito la dimostrazione, se ci ricordiamo del fatto
che, per convenzione, nei casi dove alcune delle P(B,) dovessero risultare 0, allora anche P(A N
Br) =0 = P(A|Bo)P(By).

3.1.7 Nota. Riteniamo notevole il fatto che questa versione della probabilita totale e la cor-
rispondente formula di Bayes valgono per una qualsiasi partizione (B,),.; C A che soddisfa
le ipotesi del Teorema [3TM. In particolare, se lo spazio di probabilita ¢ discreto, allora le

formule valgono per tutte le partizioni (B;) -

Anticipiamo che esempi tipici per partizioni, sono partizioni del tipo (B,), r, dove X & una

xeR?

variabile aleatoria e B, ¢ I’evento che X assuma il valore x € R. Soprattutto quando X ¢ una

variabile aleatoria discreta, 1a corrispondente partizione soddisfa le ipotesi del Teorema 3T
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Le variabili aleatorie discrete le discuteremo nel Capitolo B, e ci ricorderemo in alcune occasioni

di questa nostra osservazione.

N.B.: In applicazioni tipici del Teorema BT6, come illustrato nel seguente esempio,
sia calcola prima P(A) secondo la prima parte (normalmente solo per la partizione
in due eventi B e BC) e poi la probabilita condizionata P(BJA) secondo la seconda

parte. Non ¢ necessario per nessun motivo di ricalcolare P(A) gia calcolata nella pri-

P(AIB)P(B)
P@A)

(Notiamo che anche il numeratore P(A|B)P(B) era gia stato calcolato come risultato

ma parte. Invece, calcoliamo molto meglio secondo la formula P(B|A) =

parziale della prima parte.

3.1.8 Esempio. (Tipico per I’esame.) In una classe di 15 ragazze e 10 ragazzi, un terzo delle
ragazze e la meta dei ragazzi non hanno fatto 1 compiti.

Qual ¢ la probabilita che una persona scelta a caso non abbia fatto i compiti? Ci sono due
caratteristiche delle persone, la prima “niente compiti” e la seconda “ragazza”, con le loro ris-
pettivi complementari. La probabilita di “niente compiti” ¢ richiesta, mentre la probabilita di

15

“ragazza” c’¢ data come =55 = % Guardando le formule del Teorema B-T8, pare opportuno di

annotare I’evento con la probabilita ricercata “niente compiti’ ’con A e quello con la probabi-

lita data “ragazza” con B. Poi ci sono dati i rapporti % e % Che sono questi rapporti in termini
probabilistici? Se scelgo una persona a caso fra tutte le ragazze, con probabilita % la persona
scelta non ha fatto i compiti. Quindi, la probabilita di “niente compiti” data I’informazione “ra-
gazza” e % Allora si tratta della probabilita condizionata P(A|B). Similmente, la probabilita di
“niente compiti” dato I’informazione “ragazzo” ¢ P(A|BC) = % Una volta individuate queste 3
probabilita, ¢ facile calcolare

P(A) = P(AIB)P(B) + P(AIBY)P(BY) = — . _

. 2
5

| W
| =
| N

W —

(Evidentemente, si puo arrivare alla stessa conclusione determinando il numero delle persone
che non hanno fatto i compiti come % delle 15 ragazze piu % dei 10 ragazzi, cioe %-15+%-10 =10
e dividerlo per il numero totale 25. Ma questo funziona solo in spazi di probabilita elementari e
non centra con lo schema generale che doveva illustrare 1’esempio.)

Qual ¢ la probabilita che una persona che non ha fatto i compiti sia una ragazza? Questa ¢,
chiaramente, la probabilita condizionata P(B|A). Avendo gia calcolato P(A) = % e P(A|B)P(B) =
1.3

33 = %, troviamo subito

P(BIA) =

Il
|
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Normalmente, dopo aver formalizzato il testo in modo opportuno in formule, ci
sono due eventi A e B con i loro eventi complementari, la probabilita P(B), oppu-
re P(BC) di cui segue P(B) = 1 — P(BC), e le probabilita condizionate P(A|B) e
P(AIBC), oppure le stesse espressioni per AC. Ricordiamoci che P(A|B) e P(AC|B)
sono collegate tramite P(A|B) + P(AC|B) = 1, e lo stesso sostituendo B con BC. Al
contrario, non ¢’¢ assolutamente nessun legame fra P(A|B) e P(AlBC). Esse possono
essere scelte liberamente fra O e 1 da chi concepisce il problema.

Attenzione: P(A|B) e P(A N B) di solito non sono uguali!

3.1.9 Esercizio. Ci sono due software ALPHA e BETA per proteggere il computer dai
virus. 60% delle persone che usano un portatile comprano il prodotto ALPHA (gli altri
BETA), mentre 80% delle persone che usano il PC a casa comprano il prodotto BETA (gli
altri ALPHA). Due terzi di un negozio per computer usano il portatile (gli altri il PC a casa).

1. Qual ¢ la probabilita che un cliente del negozio compri il prodotto ALPHA?

2. Qual ¢ la probabilita che un cliente che ha comprato il software ALPHA possieda un
portatile?

3.1.10 Esempio. (Non tipico.) L’Esercizio 218 lo discutiamo sotto il punto di vista della
ricetta precedente. Soprattutto ci interessa vedere perché non centra proprio nello schema. Sap-
piamo che d’avanti I’aula con 150 studenti dei quali vogliamo scegliere uno a caso, ci sono
70 ombrelli. Quindi la probabilita che la persona scelta ha portato con se un ombrello ¢ data
come 17?% = 1—75 Nello schema questo evento “ombrello” con la probabilita conosciuta dovreb-
be essere annotato con la lettera B, mentre 1’esercizio ci chiedeva di calcolare la probabilita
dell’evento “ragazza” che, seguendo lo schema, dovremmo annotare con la lettera A. Pero ci
sono date la probabilita condizionata P(B|A) = 60% = g che una ragazza porti I’ombrello e la
probabilita condizionata P(BC1AC) = 80% = % che un ragazzo porti I’impermeabile. Queste,
secondo lo schema, sono le probabilita condizionate “sbagliate”, e la soluzione del problema
richiede una strategia originale. Infatti, I’unica equazione (che conosciamo) che collega queste
due probabilita condizionate, ¢

P(B) = P(BIA)P(A) + P(BIAD)P(AL).
Sappiamo che P(AC) = 1 — P(A) e P(BIA") = 1 — P(BC|AC). Allora
— = P(B) = P(BIA)P(A) + (1 - P(A))(1 — P(B'|AL)) = %P(A) + % - P(A)% = %P(A) + %

Ne segue P(A) = 3 - 12 = 2.



60 Capitolo 3. Indipendenza e probabilita condizionata

3.1.11 Nota. Nell’estrazione di due palline, una dopo I’altra, dall nostra urna (Esempio
BT3) abbiamo calcolato delle probabilita condizionate come P(A>|A;) secondo la defini-
zione come % supponendo che 2, sia uno spazio di probabilita elementare. Quasi
pill importante & la seguente osservazione: Se estraiamo dall’urna una pallina delle N, di-
ciamo quella con il numero k&, allora ci rimane un’urna con N — 1 palline. Quante di queste
siano bianche dipende pure da kj, ma una volte estratta la pallina con il numero k{, per
I’estrazione della seconda pallina ci troviamo nuovamente di fronte di un’esperimento ti-
po urna e sappiamo come probabilizzarlo. Le probabilita che otteniamo sono le probabilita
condizionate per eventi riguardanti la seconda pallina, dato I’evento By, :=*la prima pallina
e quella con il numero k1”. Allora dato ’evento By, se ka # ki, ’evento Cy, :=*“la seconda
pallina e quella con il numero k»” ha la probabilita condizionata

P(Ci,|By,) =

N-1
1 1

di cui segee che P({(k1,k2)}) = P(By, N Cr,) = P(By)P(Cp,|By,) = %N_l = YD
indipendentemente da {(k;, k2)} € Q5. Riconfermiamo che €, ¢ uno spazio di probabilita
elementare.

Questo modo di probabilizzare spazi prodotti Q; X Q, dando le probabilita dei eventi
elementari di ; e poi dando delle probabilita di transizione da un certo punto di ; ad
un punto di Q; ¢ un metodo che funziona sempre (salvo che le probabilita condizionate
prescelte siano veramenre probabilita). E molto importante per definire catene di Markov
0 poi processi di Markov. Le loro probabilita si esprimono quasi completamente in termini
di probabilita condizionate. Non abbiamo tempo di approfondire questo aspetto importan-
tissimo delle probabilita condizionate.

3.2 Indipendenza

Ci siamo resi conto che per stabilire quando un evento A sia indipendente dalle informazio-
ni che conosciamo sul conto dell’evento B, era necessario stabilire prima che fosse la pro-
babilita P(A|B) di A dato I'informazione “si ¢ verificato B”. Nel caso che A non dipende da
quest’informazione, le due probabilita P(A) e P(A|B) dovrebbero risultare uguali. Per un’even-
to B con P(B) # 0 risulta la condizione
P(A N B) .
P(A) = P(A|B) = W ossia P(ANB) = P(A)- P(B).

La seconda equazione ha senso anche se P(B) = 0. Infatti, la definizione sara questa.

3.2.1 Definizione. L’evento A ¢ indipendente dall’evento B, se
P(ANB) = P(A)- P(B).

N.B.: Non ¢ richiesto né P(B) # 0 né P(A) # 0.

La definizione ¢ simmetrica, cioe A ¢ indipendente da B se e solo se B ¢ indipendente

da A. Percio, nel seguito diciamo anche gli eventi A e B sono indipendenti.
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3.2.2 Esempio. Vogliamo decidere sull’indipendenza di alcuni eventi del lancio di due dadi.
Lo spazio di probabilita elementare ¢ Q = {1,...,6} x {1,...,6}.

Consideriamo gli eventi

A = “primo dado pari”

B = “secondo dado 5”

{n,m): ne{2,4,6},mef{l,...,6}} = {2,4,6}x{l,...,6},
{(n,m): ne{l,...,6},m e {5}} = {1,...,6} x{5}.

Allora
ANB = {2,4,6} x{5}.

Troviamo #Q = 6-6 = 36,

#A = 3-6 = 18, #B = 6-1 = 6, #ANB) =3-1 =3,
e, quindi,
3.6 1 6-1 1 3-1 1
PO =562 "M=gg=5 PUNB=55°"%
1 1
= —.— = P(A)- P(B).
7% (A) - P(B)

Allora, A e B sono indipendenti.

Tale comportamento ¢ tipico per una coppia di eventi di un prodotto cartesiano
(Ql X QZ’ :P(Ql X Q2)’ P)

di due spazi di probabilita elementari (Q;, P(Q;), P1) e (Q,, P(Q,), P,), dove il primo evento
riguarda solo il risultato w; della coppia (w;, w,) e il secondo evento riguarda solo il risultato
w,. Infatti, siano A; C Q; un evento di ; e A, C £, un evento di Q,. Allora I’evento “w; € A,”
di Q; x Q, ¢ nient’altro che A; X Q, C Q; X ,, mentre I’evento “w, € A,” di Q; X Q, ¢ proprio
Q; XA, C Q X ,. L'intersezione delle due “w; € Aj e wy € Ay &

(Al X Qz) N (Q] XAz) = A; XA,
(Si veda I’Osservazione 224.) Quindi,

#(Al XAz) _ #A, - #A,

(A1 xQ) N (@ xA2) = PAIXA) = 6 =65 = 25 3o

#A; #A;

= — .- —— = Pi(A) - Py(Ay) = P(A; X)) - P(Q; X Ay),
TN 1(A1) - P2(Ay) (A, 2) - P(Q) X Ay)



62 Capitolo 3. Indipendenza e probabilita condizionata

perché

#A, #A, #Q, #(A] X Qz)
P (A — — . = = P(A; XQ
140 #Q, T #Q, #Q,  #(Q, x Q) (A1 X))

#A, #Q, #A, #(Q] X Ay)
P A = = . = - PQ XA .
2(42) #Q,  #Q, #Q,  #Q, x Q) (X Az)

In altre parole, A; X ), e ) X A, sono indipendenti. Nella Sezione vedremo che il prodotto
cartesiano di spazi di probabilita booleane arbitrari pud sempre essere probabilizzato tale che
tutte le coppie di eventi A} X €, e ; X A, sono indipendenti.

Per essere indipendenti gli eventi di uno spazio prodotto non debbano necessariamente avere

laforma A = A; X Q, e B=C; XA;. Torniamo al lancio dei due dadi.

3.2.3 Esempio. L’evento A sia quello dell’Esempio B2, cioe “primo dado pari”, mentre ades-

so consideriamo I’evento
B’ = “somma pari” = ({2,4,6}x {2,4,6}) U ({1,3,5} x {1,3,5})
nella decomposizione in un’unione di due prodotti disgiunti. Quindi,
ANB = ({2,4,6)x{2,4,6) U0 = (2,4,6} X {2,4,6).

Per le probabilita troviamo

3 3 3 3 1 3 3 1
PB)=--"=-—+=--=- = — PANB) = —-—-— = - = P(A)- P(B).
B =566 6"2 °© AnB) =55 =3 = A PB)
Quindi, A e B’ sono indipendenti. Piu generalmente, se A” = A; X {1,...,6} ¢ un evento che

riguarda solo il primo dado, vediamo che
A'NB = ((AN{2.4,6) x {2,4,6}) U ((A; N{1,3,5)) x {1,3,5}).

Per le probabilita troviamo

BA, 6 #A,
pay = =242 =
@) =% 6

€
. #AIN{2,4,6) 3 #A;N{1,3,5) 3
PA'NB) = - = - -

#(A1 N {2,4,6}) +#(A; N {1,3,5))

1 #A,
6 2

1 ’ ’
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Quindi, B’ ¢ indipendente da un qualsiasi evento A’ che riguarda solo il primo (o, per simmetria,
solo il secondo) dado. (Questo ¢ anche comprensibile: Qualunque sia I’evento A, per ogni
w; € A; c’¢ sempre una meta dei risultati w, che fa la somma w; + w, pari e I’atra meta che fa
la somma dispari.)
Se poniamo
A” = “somma<4” = {(1,1),(1,2),(2, 1},

troviamo
A"nB = {1,D}.

Le probabilita sono

12 _ 3 _ 1 124 N 1
PAY) = = 1 © PA"NE) = 2
pero
P(A”)-P(B) = L r_1 # !
12 2 24 7 36

Quindi, A” e B’ non sono indipendenti.

Per non dimenticarlo mai, fissiamo una volta per tutte lo schema generale per
controllare se due eventi A e B siano indipendenti o no: Calcolare I’intersezione
A N B. Calcolare le tre probabilita P(A), P(B) e P(A N B). Controllare se valga
P(A)-P(B) = P(ANB) (= A e B sono indipendenti) o se valga P(A)-P(B) # P(ANB)

(= A e B non sono indipendenti).

3.2.4 Esercizio. Nell’Esempio B-TTU degli ombrelli, gli eventi A e B sono o non sono
indipendenti?

3.2.5 Esercizio. Sia Q = {(n,m): n,m € N;1 < n < N;1 <m < M} ={1,...,N} X
{1,..., M} dove N, M € N uno spazio di probabilita elementare. Per | <k < Nel <{<M
siannoti A = {1,...,k} x{l,....M}e B ={1,...,N} x{1,...,¢}. Gli eventi A e B sono
indipendenti? (Fare un disegno! Si potrebbe fare un simile disegno anche nell’esercizio
precedente?)

1. Siano N = 7e M = 8. Sia C I’evento che la somma n + m sia pari. Calcolare la
probabilita di C. Per £ = 5 calcolare P(C|B) e P(B|C).

2. Ripetere la parte M conivalori N =6e M =7 (lastessal = 5).

Nota: in ogni caso fare un disegno!
3.2.6 Osservazione. Raccogliamo alcune proprieta generali dell’indipendenza.

1. P(A) = 0 = A ¢ indipendente da un qualsiasi evento B.

Infatti, abbiamo 0 = P(A) > P(A N B) > 0, allora 0 = P(A N B) = P(A) - P(B).
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2. Ae Bindipendenti &= AC e B indipendenti.
Infatti, valga P(A N B) = P(A) - P(B). Allora

P(AC NB) = P(B)—P(ANB) = P(B)—P(A)-P(B) = (1-P(A))-P(B) = P(AC) -P(B).
Scambiando A con AC avremo I’atra direzione.

3. P(A) = 1 = A ¢ indipendente da un qualsiasi evento B.

Infatti, P(AC) = (. Cosi I’affermazione segue dal Punto () applicato ad AC e Punto @.

Ovviamente, scambiando B con A o con AC, Punto (@) ci da A e B indipendenti <= ACeB

indipendenti &= A e BC indipendenti < AC e BC indipendenti.

N.B.: Punti () e (B) ci dicano che, soprattutto, () ed € sono indipendenti da un

qualsiasi evento B. In un elenco di tutti gli eventi indipendenti da B non devono mai

essere dimenticati!

N

Possiamo raccogliere tutte le informazioni dell’Osservazione B2 in una sola proposizione. E
questa la forma che ci permette di generalizzare (in modo utile) la definizione d’indipendenza

di due eventi all’indipendenza di piu di due eventi.
3.2.7 Proposizione. Gli eventi A e B sono indipendenti, se e solo se
P(A*n B" = PA") - P(B"

per ogni scelta di eventi A* € B(A) = {(/),A,AC, Q} e B* € B(B) = {0, B, BC, Ql.

3.2.8 Definizione. Gli eventi A,,...,A,, sono indipendenti, se

PAYN...NnAY) = P@AY). ... - P(A?)

per ogni scelta di eventi Af € B(A)), ..., Al € B(A,).

3.2.9 Nota. In genere, si definisce indipendente una famiglia ¥ C A arbitraria di eventi,
se PLA1N...NA,) = P(Ay)-...- P(A,) vale per ogni sottofamiglia {A;,..., Ay} CF,me€
N,#{A,..., A} = m finita di . Per una famiglia # finita, tale proprieta equivale la
Definizione BZZR.

3.2.10 Esercizio. Sia Q = {r, b,v, rbv} uno spazio di probabilita con quattro elementi e la
distribuzione uniforme. (Ci possiamo pensare del lancio di un tetraedro, con i quattro lati
dipinti uno in rosso, uno in blu, uno in verde e I’ultimo in tutti e tre i colori.) Consideriamo
itre eventi

A, = {r,rbv}, Ap = {b,rbv}, Ay = {v,rbu}.

Dimostrare che i tre eventi A,, Ap, A, sono due a due indipendenti ma non sono indipendenti.
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3.2.11 Esercizio. 1. Sia A un evento indipendente da se stesso. Che si puo dire di P(A)?

2. Usare la prima parte per costruire uno spazio di probabilita elementare e tre suoi
eventi A, B, C, tali P(A N BN C) = P(A)P(B)P(C) ma che nessuna delle coppie A, B,
A, C e B, C sia indipendente.

Vediamo piu esempi di eventi indipendenti che emergono da variabili aleatorie indipendenti

nella Sezione E3.

3.3 1l prodotto di spazi di probabilita booleani

Il seguente teorema risolve il problema come modellare uno spazio comune per esperimenti di-
versi il tal modo che gli eventi che riguardano gli esperimenti individuali diventino indipendenti.

Cosi otteniamo anche facilmente esempi per un numero arbitrario di eventi indipendenti.

3.3.1 Teorema. Siano (Q;, A;, P;) (i = 1,...,m) spazi di probabilita booleani. Allora
k
A = {UAZ’1 X, XAl ALe A (j=1,... mi= 1,...,k)}
i=1

e un’algebra booleana su Q = Q; X ... X Q,,, [ algebra booleana piu piccola, che contiene
tutti gli eventi Ay X ... XA, (Aj € Aj; j=1,...,m). SuA esiste un’unica probabilita booleana
P: A — R, tale che

P(A, X...xA,) = Py(A) ... P,(A,)

per ogni Ay € Ay,...,A, € A,. Chiameremo la terna (Q, A, P) il prodotto degli spazi di
probabilita booleani (Q;, A;, P;).

Con un certo sforzo, sarebbe possibile discutere il caso del prodotto di due spazi di proba-
bilita booleane e poi procedere per induzione. Visto, pero, che il teorema ¢ un caso particolare
della Proposizione L3711 sugli prodotti di semialgebre booleane e le loro probabilita, non dis-

cuteremo tale dimostrazione qua ma la rimandiamo tutto all’ Appendice 0.

Le probabilita dell’intersezione degli eventi “w; € A%” = Q; x ... x Af x ... xQ, (j =
1,...,m) fattorizzano, qualunque siano le scelte A‘j € B(A;). Quindi gli eventi “w; € A;” (j =
1,...,m) sono indipendenti.

3.3.2 Esempio. Gli eventi {0,1} x ... x {0,1} X A; X {0,1} x ... x {0, 1} di {0, 1}" nel lancio

della moneta per n volte, sono indipendenti. Infatti, qualunque siano gli eventi A; C {0, 1} la
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N

probabilita dell’evento A; X ... X A, ¢

P(A; x...xA,) = S pg e g

(W15enes Wm)EAX... XAy

w1 €A wpEA, wW1€EA| wpEA,
= {Z p“"ql_”‘]~...-(z p‘“”q]_w”) = P(A)) ... P(A,).
a)IEA] u),,EA,,

Quell’esempio ¢ un caso particolare dell’Osservazione 723, la quale, a suo turno, € un caso
particolare del Teorema B31l. Veramente, I’esempio generalizza al lancio continuato modellato
su Q% secondo il Teorema PZ373: Tutti i lanci sono indipendenti secondo la definizione nella
Nota B2Z9. Ci saranno piu esempi concreti nella Sezione sull’indipendenza di variabili

aleatorie.

3.3.3 Esempio. Nel lancio continuato di una moneta modellato secondo il Teorema 233, sia
B = B, x Q* con B, C Q" un evento che riguarda solo 1 primi » lanci. Ci interessa il numero
k di lanci che, dopo n lanci, dobbiamo ancora aspettare al prossimo successo. In altre parole ci
interessa I’evento

A= Q" x{(0,...,0,1) € QF) x Q.

Secondo il Teorema 233, per calcolare delle probabilita basta limitarsi su gli eventi di Q"

Secondo I’Esempio B3, troviamo

PANB)  Pu(B.x{0....,0.1) € Q1)
P(B) Prr(By x Q)
P,(B)P({(0....,0,1) € Q)
) P.(B)P(Q)

P(A|B) =

= P({(0,...,0,1)}) = geomy(k).

Interpretazione: Avendo lanciato gia n volte, il numero di volte ancora da lanciare fino al prossi-
mo successo non dipende dalla preistoria avvenuta nei primi n lanci. Per questo comportamento,

la legge geometrica si chiama anche la legge (discreta) senza memoria.
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Un compito del calcolo delle probabilita ¢ fare predizioni, come indicare un valore atteso di un
esperimento. Di un campione statistico possiamo calcolare la media statistica e, intuitivamente,
ci aspettiamo che per campioni sempre pit grandi la media si avvicini sempre di piu al valore
atteso. Questa nostra aspettativa ¢ esattamente la stessa che ci fa aspettare che le frequenze
relative dovrebbero avvicinarsi sempre piu alla probabilita. Un valore atteso ¢ soprattutto un
dato numerico. Non ha senso chiedere quale sia la media di “testa” e “croce” per il lancio di una
moneta. Pero se vinciamo per ogni “testa” un euro e per ogni “croce” niente, la media su tutti
i tentativi ci indica un valore medio delle vincite: E come se avessimo vinto in ogni tentativo
questo valore medio.

Quello che abbiamo fatto non ¢ altro che trasformare i risultati w di €, con cui in genere non
¢ possibile calcolare, in valori numerici, con cui ¢ possibile calcolare. (Ricordiamoci quanto ci
¢ stato utile il significato numerico di “1” (per “testa”) e “0” (per “croce”) quando abbiamo
calcolato la probabilita di avere k “teste” in n lanci negli Esempi T2 e ZZA!) In altre parole,
per fare dei calcoli ci tocca a trasformare i risultati w di Q in valori numerici. In altre parole,
dobbiamo considerare delle funzioni X da Q in R.

Questo capitolo ¢ dedicato alle variabili aleatorie discrete, una sottoclasse di tutte le variabili
aleatorie particolarmente buona con un minimo di difficolta tecniche da risolvere. Prima di
passare alle variabili discrete vorremmo, pero, discutere un po’ alcuni aspetti delle variabili
aleatorie generali come fanno apparizione in molti testi di probabilita. La ragione ¢ che tutti
1 concetti e quasi tutti i teoremi che discuteremo in questo capitolo mantengono validita per i
casi piu generali. Per esempio, nel Capitolo B ci limitiamo a indicare tali proprieta delle variabili
aleatorie discrete che valgono anche per le variabili aleatorie continui. E possibile saltare il resto
di questa parte introduttiva, e continuare subito con la Sezione Bl E, perd, opportuno tornarci

prima della lettura del Capitolo B.

67
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Sia X: Q — R una funzione. Di tale funzione non possiamo dire piu del valore X(w) che
assume (dipendente dal risultato w € Q che si verifica). Se il verificarsi di un certo evento A C
puo essere deciso guardando solo il valore di X, allora possiamo indicare un sottoinsieme B
di R, che contiene esattamente questi valori x € R per i quali si verifica I’evento A di Q.
Conseguentemente, BC contiene i valori x € R per i quali I’evento A non si verifica. Il fatto che
la domanda A (cioe, “w € A, si 0 no?”) puo essere decisa guardando solo X(w) limita le possibili
apparenze per un tale evento. Infatti, se per un certo w € Q il valore x = X(w) ci dice w € A
(ossia, x € B), allora anche un qualsiasi &’ per il quale X(«w’) = x deve appartenere ad A. Noi,
per decidere, possiamo solo riferirci al valore x. Non sappiamo se questo valore x € B ¢ apparso
perché il risultato era w o era w’ o forse era un qualsiasi altro w” che soddisfi X(«w”) = x € B.

Con questo ragionamento vediamo che, necessariamente, A ha la forma
A = {weQ: X(w) e B} = X"Y(B) (la controimmagine di B sotto X).

In altre parole, gli eventi che riguardano i valori di X sono le controimmagini A = X~'(B) c Q
di sottoinsiemi B C R. Annotiamo un tale evento anche con A =“X € B”.

Una probabilita P(A) per un evento A C Q dello spazio di probabilita booleano (2, A, P)
¢ definita solo se A appartiene all’algebra booleana A. Quindi, se vogliamo calcolare la pro-
babilita P(X € B) dell’evento “X € B”, & necessario che “X € B”= X~ '(B) sia un elemento
di A. Chiaramente, se A = P(Q) non risulta nessuna restrizione. Ma con I’esempio del lancio
continuato della moneta (Teorema Z33) conosciamo gia un esempio dove non siamo riusciti a
definire una probabilita su tutto P(Q).

La condizione X~!(B) € A pud essere letta come condizione per la funzione X (se B ¢
dato) o come condizione per B (se X ¢ data). In prassi, non ¢ opportuno di porre condizioni ai
sottoinsiemi B di R che dipendono dalla funzione X in considerazione. Sarebbe troppo scomodo
dover aggiustare un’algebra booleana di eventi B per i valori di X per ogni scelta specifica di X.
Dall’altra parte sappiamo, pero, che in genere non ci sara possibile ammettere per B proprio tutti
gli sottoinsiemi di R. Nel Capitolo B arriviamo alla conclusione che una variabile aleatoria X
“buona” dovrebbe assegnare una probabilita almeno all’evento “X € [a, b]” per ogni intervallo.
Tale condizione, infatti, rimane valida per una qualsiasi variabile aleatoria a valori in R in un
qualsiasi testo di probabilita.

La definizione delle variabili aleatorie discrete, che forma la base di partenza in questo
capitolo, ci assicura la possibilita di calcolare in modo consistente una probabilita P(X € B)
per un qualsiasi sottoinsieme B C R, addirittura anche se “X € B” dovesse risultare non essere
elemento di A. In questo capitolo permettiamoci questa liberta senza preoccuparci troppo della
soluzione del problema formale e marginale che, comunque, pud sempre essere risolto; si veda
la Nota ET3.
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4.1 Variabili aleatorie discrete e le loro leggi

4.1.1 Definizione. Una variabile aleatoria (reale) discreta su uno spazio di proba-
bilita booleano (Q, A, P) ¢ una funzione X: Q — R tale che

“X=x" = X'({x}) e A per ogni x € R, e Zp(x) =1,
xeR

dove p(x) := P(X = x). Chiameremo la funzione p: x — p(x) la densita (discreta)

di X. La probabilita booleana Py su P(R) definita secondo il Teorema 39 come

Px(B) = ) p(.

chiameremo la legge di X.

N.B.: La proprieta di essere discreta ¢ una proprieta della variabile, non dello spazio di
probabilita booleano su cui ¢ definita. Infatti, (€2, A, P) era assunto arbitrario.

N.B.: Piu della legge non possiamo dire di una variabile aleatoria. € sparisce dalla circola-
zione. Se due variabili aleatorie (discrete) X e ¥ hanno la stessa legge, 1o annotiamo [X ~ Y |.
(Non significa che debbano essere uguali, visto che possono essere definite su spazi di probabi-
lita diversi. Anche se sono definite sullo stesso spazio, non coincidono necessariamente; si veda
I’Esempio BE3.)

N.B.: Per essere una variabile aleatoria vera e propria, come fanno apparizione in ogni te-
sto, X debba soddisfare anche “X € [a,b]’€ A per ogni a < b. Mentre quest’ipotesi non
basta, per esempio, per dimostrare la Proposizione B2 per funzioni ¢ arbitrari, vedremo
nell’Osservazione BT 3 che per una variabile aleatoria discreta X ¢ sempre possibile fare A

piu grande in modo consistente tale che contenga tutti gli eventi “X € B” per qualsiasi B C R.

4.1.2 Osservazione. Per ogni funzione X: Q@ — R poniamo B, :=“X = x”. Ovviamente
(esercizio!) la famiglia (B,) ., ¢ una partizione di Q. Per definizione, X ¢ una variabile aleatoria

discreta se e solo se la partizione (B,) ., soddisfa le ipotesi della Parte [ del Teorema [310.

4.1.3 Corollario. Ogni funzione X: Q — R su uno spazio di probabilita discreto (Q, P(Q), P)

e una variabile aleatoria discreta.

DimosTtrAZIONE. Secondo la Parte @ del Teorema L3110, ogni partizione di uno spazio di proba-
bilita discreto soddisfa la Parte [ . m

La legge Py di una variabile aleatoria discreta ci permette calcolare P(X € B) salvo che
“X € B*siadi A.
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4.1.4 Corollario. Sia B C R tale che “X € B’ A. Allora P(X € B) = Px(B).

DivmostrAzIONE. L'Equazione (C34) ci dice per I’evento A =“X € B” di A, che

PX€B) = Y POXeB'N"X=x") = » P(X=x) = Py(B).m
xeR xeB

4.1.5 Osservazione. Ricordiamoci che la legge Py di una variabile aleatoria discreta X ci per-
mette di calcolare Px(B) pero ogni sottoinsieme B di R. Il Corollario ET4 ci dice che se
“X € B’c Q dovesse essere un evento proprio di A C P(Q), allora la sua probabilita P(X € B)
coincide con quella Px(B) calcolata secondo la legge di X. Vogliamo estendere A e P tale che
I’estensione contenga tutti gli eventi “X € B” e li dia le probabilita Px(B).

Infatti, ’estensione 8B di A rispetto alla partizione (B,) ., secondo il Teorema [3 T3, con-
tiene tutti gli eventi “X € B” (perché, “X € B'NB, ¢ Bye Asexc BedeDe Asex¢ B)ela
probabilita Q(X € B) di tale evento coincide per definizione con Px(B).

Dopo questo risultato, nel seguito supponiamo sempre che A 3“X € B” per ogni B C R.

4.1.6 Esempio. Abbiamo discusso spesso la somma di due dadi (I’esercizio dell’introduzione
continuato negli Esercizi [LT1 e ZTT). Nella solita descrizione sullo spazio di probabilita ele-
mentare Q = {1, ..., 6}%, la somma la otteniamo come funzione

X(w) = w + w;

di w = (w;, wy) € Q. Supponiamo di avere due giocatori di cui il primo lancia il primo dado ed
il secondo lancia il secondo. Se ci interessiamo del risultato del giocatore numero i (i = 1,2),
I’otteniamo come valore della funzione

Xi(w) = w;
di w. Vediamo che la somma la possiamo esprimere usando X; e X, come X = X; + X,. Suppo-
niamo che 1 due si giocano soldi. Chi ha il numero piu grande dell’avversario, riceve da lui un
euro. Con parita, nessuno paga nulla. La vincita Y, del primo giocatore ¢
1 w1 > Wy,
Yl(w) = 0 w| = Wy,
-1 w; <w,.
La vincita Y, del secondo giocatore ¢ la perdita del primo: ¥, = —Y;. Adesso cambiamo le

regole: Ogni giocatore riceve la differenza fra suo dado e quello del suo avversario. La vincita

del primo giocatore secondo le nuove regole ¢

Z]((l)) = W] — Wy ossia Zl = X1 —XQ.
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Nuovamente, la vincita del secondo giocatore ¢ Z, = X, — X| = —Z;.

4.1.7 Esempio. Per ogni probabilita P su P(R) tale che (R, P(R), P) diventi uno spazio di pro-
babilita discreto, I’identita X = idg: x — x ¢ una variabile aleatoria discreta su R con la legge
Py = P. Tutte le probabilita che abbiamo chiamate leggi nel Capitolo O sono, infatti, esempi di

leggi di variabili aleatorie discrete.

1. La variabile aleatoria X che indica il numero k di successi in n ripetizioni di un esperi-
mento bernoulliano ha la legge binomiale B,, , di parametrin € Ny, p € (0, 1) su {0,...,n}
con P(X = k) = p(k) = B, ,(k). In particolare, la variabile di un solo esperimento ber-
noulliano che assume il valore 1 nel caso di successo e il valore 0 nel caso di insuccesso

ha la legge di Bernoulli B, , di parametro p € (0, 1) su {0, 1}.

2. La variabile aleatoria X che indica il momento k del n—esimo successo nel lancio con-
tinuato di una moneta reale ha la legge di Pascal Pas, , di parametri n € N,p € (0, 1)
su{n,n+1,...} con p(k) = Pas, (k). In particolare, la variabile che indica il momento
del primo successo, ha la legge geometrica geom, = Pas , di parametro p € (0,1) su
{1,2,...}.

3. La legge di Poisson Poi, di parametro 4 > 0 ¢ la legge di una variabile aleatoria su
Ny = {0, 1,...}. Per esempio, possiamo porre X = id: Ny: Ny € R dove Q = Nj come

discusso nel Teorema ZZ2-10.

4. Similmente, la legge ipergeometrica Hy,, x, come ci siamo convinti senza dare troppi det-
tagli, ¢ concentrata su un sottoinsieme finito di Ny e definisce la legge di una variabile

aleatoria discreta.

4.1.8 Esercizio. Indicare nell’Esempio ZT3 una variabile aleatoria concreta (cio¢ una fun-
zione da Q in R) che ha una legge ipergeometrica.

4.1.9 Esempio. Continuiamo I’Esempio ET.8: Secondo I’Esercizio I sappiamo

1 2 1
PX=2) = P(*sommace?2’) = 36 P(X =3) = P(“sommac¢ 3”) = 36 = ITE
5 1
P(X =8) = P(“sommac¢8”’) = 36’ P(“X e pari”) = P(“somma ¢ pari”) = 3
3 1
P(X <4) = P(“ 47 = — = —.
(X <4 (“somma < 47) 36 B

Per le variabili aleatorie Y; troviamo

6
P(Y,=0) = P(Y,=0) = P{(1,1),...,(6,6)}) = %= 5
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e, per simmetria, P(Y; = 1) = P(Y, = 1)

36-6 s
P(Y1/2 = 1) = P(Y2/1 = —1) = 326 = ﬁ

4.1.10 Esercizio. Determinare le leggi delle variabili aleatorie Y; e Y, dell’Esempio ETA.

4.1.11 Esempio. Per ogni A € A la funzione indicatrice X := y,: Q — {0,1} C R ¢ una
variabile aleatoria discreta con p(0) = P(X = 0) = P(AC) =:gep(l)=PX=1)=PA) = p.
Quindi X ha la legge di Bernoulli con la densita p(x) = By ,(x).

4.2 Leggi congiunti

Se abbiamo due variabili aleatorie X e Y con le loro leggi, non sappiamo ancora tutto di loro.
La conoscenza delle due leggi individuali, in genere, non ci permette ancora di calcolare una
probabilita come P(X = x, Y = y). (Si veda I’Esempio EZZ3. Nella Sezione B3 impareremo che
le leggi individuali (ossia marginali) determinano tutto (ossia la legge congiunta), se le variabili

aleatorie sono indipendenti.)

4.2.1 Definizione. Un’m-upla X = (X, ..., X,,) di variabili aleatorie si chiama vet-
tore aleatorio discreto ossia variabile aleatoria discreta a valori in R™ ossia varia-
bile aleatoria discreta m—dimensionale, se ogni X; ¢ una variabile aleatoria discreta.

Per ogni x = (x1,...,x,) € R" sia
p(x) = p(x1,..., %) = PX=x) = P(X; = x1,..., X0 = Xp).

Chiameremo la funzione p: p — p(x) la densita congiunta (discreta) di X.
N.B.: Le nozioni “vettore aleatorio” o “variabile aleatoria a valori in R™” si spiegano

da sole se notiamo che X: Q — (X;(w), ..., X,,(w)) € R definisce una funzione a

valori in R”, ossia in uno spazio vettoriale.

Ogni evento “X; = x;” (i = 1,...,m) ¢ di A, di cui segue che anche I’evento (“X = x7) =
“X; = x;)N...NEX,, = x,7) € di A e, quindi, p(x) € ben definito. Dal Teorema I3710 ed il
fatto che X ¢ una variabile aleatoria discreta, segue che

ZP(XI =X Xkl = X, Xk = X)) = P(X = xp,.0, Xao1 = X))

kaR

Applicazione multipla di questa formula ci da:

4.2.2 Proposizione. Z p(x) = 1.

xeR™
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4.2.3 Definizione. Sia X = (Xj,...,X,,) un vettore aleatorio discreto. Chiamere-
mo la legge congiunta discreta di X la probabilita booleana Py su P(R™) definita

secondo il Teorema [C39 come

Py(B) = ) p(x).
xeB
La legge marginale della componente X; di X con la sua densita marginale rispetto
ad X sono semplicemente legge Py, e densita p;(x;) della variabile aleatoria discreta
X;. Piu generale, per | <k <msia f: {1,...,k} = {1,...,m} una funzione iniettiva
(ossia, una disposizione; si veda I’ Appendice [ATl). Poniamo Y = (Y,..., ¥;) con
Y; := Xy(. (Parlando in modo piu rilassato, ¥ € una sotto—k—upla dell’m—upla X.)

La legge marginale e la densita marginale di Y rispetto ad X sono semplicemente

legge Py e densita g(y) del vettore aleatorio discreto Y.

4.2.4 Esempio. La densita marginale di X; rispetto ad X ¢

pi(x)) = PX; =x)) = Z--'ZP(Xl,---,Xm)-

x€R xmeR

Notiamo che le sommatorie vanno solo sulle variabili x;, ..., x,,, mentre 1’argomento x; ¢ fissa-
to. Analogamente, se Y = (Xi, ..., Xy), troviamo
qWis-..oy) = PXy=y1,.... Xk =yp) = Z Z PWYis e s Yk Xicals - -+ 5 Xi).
Xr+1€ER Xm€ER

4.2.5 Esempio. Le leggi marginali non determinano la legge congiunta. Sia Q = {0, 1}x{0, 1} =
{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)} uno spazio di probabilita elementare. Siano X;(w1, w;) = w; due va-
riabili aleatorie. Sia X = (X, X;). Allora

(x1, %) € Q C R?,

B L

p(x1, x2) =
0 altrimenti.

Verifichiamo facilmente (esercizio!) che p;(x;) = % se x; € {0, 1} e O altrimenti. In particolare,
X ~ X,.
Adesso sia Y = (Xj, X;). Chiaramente Y; = Y, = X hanno tutte la stessa medesima legge.

Pero la densita congiunta di Y ¢

Y=y € {0’ 1}’

=

q9y1.y2) = S
0 altrimenti.

Ovviamente p e g sono densita diverse su R?. Infatti, vedremo nella prossima sezione che le due
variabili aleatorie della coppia X sono indipendenti mentre nella coppia Y 1’una delle variabili

aleatorie determina completamente I’ altra.
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4.2.6 Osservazione. Continuiamo usare la notazione B, =“X = x” dell’Osservazione ET2,
solo che adesso x ¢ di R,,. Vale I’analogo (con lo stesso ragionamento) del Corollario BET73:
Una qualsiasi funzione X = (Xi,...,X,,): Q — R” su uno spazio di probabilita discreto ¢ un

vettore aleatorio discreto.

Secondo la Proposizione 22, anche la partizione (B,) soddisfa le ipotesi della Teorema

xeR™
[3T0(M). Vale, quindi, I’ affermazione analoga del Corollario ET-4: Se per un certo B C R vale
“X € B’e A, allora P(X € B) = Px(B).

Come nell’Osservazione BT, possiamo estendere 1’algebra booleana (A e la probabilita,
tale che contenga anche gli eventi “X € B” per ogni B C R™ e che, quindi, P(X € B) = Px(B)

per ogni B C R™.

D’ora in poi supponiamo sempre che (dopo, ove necessario, aver applicato 1’Osser-

vazione BX6) che per un vettore aleatorio discreto X = (Xi,...,X,,) valga “X; €

B’e Aperogni B;cR (i=1,...,m).

La seguente proposizione ¢ assai importante. Ci permette calcolare le probabilita di eventi che
riguardano una funzione Z = ¢ o X del vettore aleatorio X in termini che coinvolgono solo la
legge congiunta di X. Non occorre, quindi, conoscere la legge di Z stessa. Anche I’ affermazione
che qualsiasi funzione di un vettore aleatorio discreto ¢ di nuovo una variabile aleatoria discreta,

¢ un risultato forte.

4.2.7 Proposizione. Sia X = (X,,...,X,,) un vettore aleatorio discreto (tale che
“X € B” per ogni B C R") e sia ¢: R™ — R una funzione. Allora anche la funzione

Z = ¢ o X definita come
Z(w) = pXi(w), ..., Xn(w))

e una variabile aleatoria discreta con densita discreta q(z) = P(X € B,) = Px(B,),

dove definiamo

B, = {xeR"™: p(x1,...,%y) =2}

DimvosTRAZIONE. Osserviamo che (B.),., € una partizione dello spazio di probabilita discreto
(R™, P(R™), Px). Allora, secondo il Teorema I3TO(M), } ..z P(X € B,) = Y.z Px(B,) = 1.
Evidentemente “Z = 7" e “X € B,” sono due modi equivalenti di descrivere lo stesso evento di
A.Quindi, ), rq(z) =1doveq(z) =P(Z=2z)=P(X€B,). m
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4.3 Indipendenza di variabili aleatorie discrete

E naturale dire che due variabili aleatorie X e ¥ sono indipendenti se gli eventi “X € B” che
riguardano solo la prima sono indipendenti dagli eventi “Y € C” che riguardano solo la seconda.
Notiamo che se A :=“X € B” ¢ un evento di A che riguarda X allora anche AL =«x e BC”
(esercizio: dimostrarlo!) ¢ un evento di A che riguarda X. Ovviamente, ) =“X € 0" e Q =“X €
R” sono eventi di A che riguardano X. Grazie a questa preparazione possiamo dare subito la

definizione generale.

4.3.1 Definizione. Sia X = (Xj,...,X,,) un vettore aleatorio discreto. Allora le va-

riabili aleatorie X1, ..., X,, sono indipendenti se

P(X,€B,,....X,€B,) = PX,€B))-...-P(X,, €B,)

per ogni By,..., B, CR.

Secondo la preparazione, questo significa che gli eventi “X; € B,”,...,“X,, € B,,” sono indi-

pendenti per ogni scelta By, ..., B, C R.

4.3.2 Osservazione. Notiamo che

PX,€By,....X,€B,) = PXe€EB;X...XB,) = Px(Bi X...XB,)
= P(XleBl)P(XmEBm) = PX](BI)'~'-'PX (Bm)

m

In altre parole, (R™, P(R™), Px) ¢ probabilizzato come il prodotto degli spazi di probabilita dis-
creti (R, P(R), Px,) secondo I’Osservazione Z23.

4.3.3 Esempio. Ricordiamoci dall’Esempio ETTT che gli eventi Ay, ..., A,, di A possono es-

sere descritti in modo equivalente come variabili aleatorie X; := y, a valori in {0,1} c R.

Troviamo

0 1¢B,0¢B

A; 1€ B;,0¢ B, 4

“Xi e Bi” — = Ai € ﬁ(Al)’

Ab 1¢B,0eB

Q 1€ B;,0e€B;
cosicché

P(X, € By,...,Xn €B,) = PATN...nA").

Allora, le variabili aleatorie Xi, . . ., X,, sono indipendenti, se e solo se gli eventi Ay, ..., A,, sono

indipendenti.
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4.3.4 Proposizione. Sia X = (Xi,...,X,,) un vettore aleatorio discreto. Allora le

variabili aleatorie X, ..., X,, sono indipendenti se e solo se

p(x) = pl(xl) I pm(xm)

DimosTtrAZIONE. Lo dimostriamo solo per m = 2. (La dimostrazione generale richiederebbe solo
piu indici.) Siano X e Y variabili aleatorie discrete con densita marginali p(x) e q(y).

“=". Se X e Y sono indipendenti, allora troviamo per la densita congiunta
px.y) = PX=xY=y) = PCX=x"N"Y =y") = PX=x)-P(Y =y) = p(x)-qy).

“<=". Se p(x,y) = p(x) - q(y), allora per ogni B, C C R vale

PXeBYeC) = > plxy) = Z[Zp(x)q(y)]

(x,y)eBxC xeB \ yeC

= [p(x) > q(y)) = (Z p(x)] : [Z q(y)] = PXeB)-P(YeC).m

Xx€B yeC x€B yeC

4.3.5 Esempio. Torniamo alla moneta reale lanciata n volte dell’ Esempio IZZ8. I’ abbiamo de-
scritta sullo spazio campionario Q" = {0,1}" = {w = (w1,...,w,): w; = 0, 1} probabilizzato

proprio come prodotto

w 1—-w w, 1-w,

p(wl ----- wn) = p q ."'.p q = pl(a)l).""pl’l(w}’l)a

dove p;(w;) = P(X; = w;) ¢ proprio la densita della variabile aleatoria discreta X; che da

I’i—esima coordinata w;. Quindi, le Xi, ..., X, sono indipendenti.

4.3.6 Esempio. Consideriamo il lancio continuato della moneta descritto su Q% = {0, 1}* =
{w = (w1, ws,...): w; = 0,1} e probabilizzato secondo il Teorema Z33. Per n = 1,2,...

definiamo le variabili aleatorie
X,(w) := “numero del tentativo nella successione w con I’n—esimo successo”.

Sappiamo che X,, ¢ distribuita secondo la legge di Pascal P(X,, = k) = Pas, (k) = (ﬁj) pig"
perk =n,n+1,....Poniamo
Y, = Xp1 — X,

ossia il numero di tentativi che dobbiamo aspettare dopo 1’n—esimo successo finché non arrivi

il prossimo.
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Attenzione! Nonostante Y, sia una funzione dei variabili discreti X,, € X,,..;, I’evento Y, = k”
non ¢ un evento di A(L). (Infatti, A(LY) contiene tutte | domande binarie a cui ¢ possibile
rispondere dopo un numero finito di lanci. Pero “Y,, = k” ¢ I'unione (disgiunta) di tutti gli eventi
“X, = ’N“X,41 = € + k7 (€ € N). Evidentemente, non ¢ possibile verificare tutti questi eventi
dopo un numero finito di lanci.) Come dicevamo, la Proposizione EZ277 vale solo sotto 1’ipotesi
che 1’algebra booleana contenga tutti gli eventi “(X,,X,.;) € B” (B c R?). Possiamo perd
definire per ogni n € N I’algebra booleana B, ottenuto dal vettore aleatorio discreto (Xi, ..., X))
aggiungendo, come nell’Osservazione B2, ad A(LQ) gli eventi “(X;,...,X,) € B,” (B, C R")
e annotando con Q, I’estensione di P su B,. Con un procedimento simile alla dimostrazione
del Teorema 33, si arriva addirittura all’algebra booleana B := | J, B, con la probabilita
Q. (Chi vuole, puo ancora aggiungere tutti gli eventi elementari secondo il teorema nella Nota
374.) Questa algebra booleana contiene tutti gli eventi “Y, = K (n, k € N).

Intuitivamente, ci aspettiamo che in un certo momento il tempo d’attesa fino al prossimo
successo non dipenda dal numero di successi gia avvenuti. Quindi Y, dovrebbe risultare indi-
pendente da X,,. Inoltre, il tempo d’attesa per un solo successo ha la legge geometrica. Quindi
lo dovrebbe valere anche per Y,. Vogliamo verificare questi due sospetti.

Bisogna calcolare la densita congiunta di (X,,, Y,,) e controllare se fattorizzi. Abbiamo X,, = k
eY,=¢seesolose X, =ke X,,; = k+ (. Allora

k-1
PX,=kY,=¢) = PX,=k,X,;n=k+¢) = ( 1)pn+1qk+[—n—1
’/’/ —

perché dobbiamo distribuire n + 1 volte il numero “1” su k + ¢ posti (spiegando il fattore
p"1g" "1 che indica la probabilita di avere un certo risultato (wy, ..., W con n + 1 suc-
cessi), in tal modo che I'ultimo e il k—esimo sono “1” mentre i posti strettamente compresi fra
ke k+ ¢ sono “0” (spiegando il fattore combinatorio (ﬁj) per distribuire i n — 1 successi rimasti
su k — 1 posti ancora disponibili). Questa probabilita fattorizza come

(k - 1)pn+lqk+€—n—1 _ ((k - l)pnqk—n) (pg"") = Pasy, (k) - geom,(0).

n-—1 n-—1

Troviamo confermate le nostre congetture.

4.3.7 Proposizione. Siano Xi,...,X,,Y1,...,Y, variabili aleatorie discrete indipendenti. Sia-
nog: R" = Rey: R" — R funzioni. Allora anche le variabili aleatorie Z, = poX e Zy, = oY
definite come

Zy(w) :

e(X1(w), ..., Xn(w))
y(Yi(w), ..., V()

sono indipendenti.
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DivosTrazIONE. Per calcolare P(Z, = a,Z, = b) usufruiremo di un’altra formula molto utile

per il calcolo con funzioni indicatrici: Per ogni scelta di eventi A, B € Q vale

Xang(@) = x (W) - xp(w).

(Esercizio: Dimostrarlo!) Quindi,
P(Z,=a,Z, = b)

= Z Xz,=az,=pX1s -+ s X Y1 -5 Yn)P1XD) = oo D) - @1 (Y1) - - - - - Gn(Yn)

(X1 yeees X Y 1sees Y ) ERMHN
= 3 Kt K Yt Y1) - Pn()
x€R™ yeR"

“Xz,=pXts -+ s X Y- Y1 (Y1)~ - Gn(Yn)

= Z Xo=a(X15 -+ 5 Xm)P1(x1) - pm(xm)) ~ (Z){H(yl, Y YD) - ga(Yn) |

xeR™M yeR”
= P(Z,=a) - P(Z, = b),

dove negli ultimi due passi abbiamo preso in considerazione che Xz,=q SU R™*" non dipende dagli
argomenti (yi,...,y,) € R" e come funzione degli (xi,..., x,,) € R” coincide con la funzione
indicatrice del medesimo evento “Z, = a” per la legge marginale Py e, analogamente, per Py

nel secondo fattore. m

4.3.8 Esempio. Nel lancio della moneta n + m volte le variabili X, ..., X,.,, (con X; indicando
il risultato del i—esimo lancio) sono indipendenti. Allora con ¢(xy,...,X,) = X1 + ...+ X, €
U (Xmsts«+ o s Xman) = Xma1+- . .+ Xnen S€gue che le variabili aleatorie X, +. . .+ X, € X1+ . .+ X010

sono indipendenti.

4.3.9 Esercizio. Lanciamo in continuazione una moneta ed un dado. Qual ¢ la probabilita
che la moneta dia testa prima che il dado dia 6?
Suggerimenti: Pare naturale di modellare 1’esperimento sullo spazio campionario

(10.13x {1,...,6})°°,

cio¢ con I’idea in mente che lanciamo ogni volta la coppia “(moneta,dado)” e lo ripetiamo
ad infinito. Perd possiamo anche pensare alla descrizione su

Q = {0, 1} x{1,...,6}7,
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dove due persone eseguono due esperimenti, I’una il lancio della moneta e I’altra il lan-
cio del dado. Matematicamente, le due descrizioni sono equivalenti. Perd la prima mette
I’accento sull’indipendenza di un tentativo da ogni altro, mentre la seconda mette 1I’accento
sull’indipendenza di tutte le domande che poniamo alla moneta da tutte le domande che
poniamo al dado. Alla moneta possiamo porre la domanda quando arriva il primo successo
e definire cosi una variabile aleatoria

X = “momento della prima testa”.

Similmente, al dado possiamo porre la domanda quando arriva il primo successo e definire
cosi una variabile aleatoria

Y = “momento del primo 6”.

X e Y si riferiscono a fattori diversi di Q2 e sono chiaramente indipendenti, tutte e due
distribuite secondo una legge geometrica (di parametri diversi). L’evento che ci interessa
¢ “la moneta da testa prima che il dado da 67, ossia, “X < Y”. La probabilita ¢ quindi la
sommatoria su tutte le probabilita p(k,{) ;= P(X = k,Y =€) = P(X = k) - P(Y = {) dove
k < €. Bisogna solo calcolarla.

4.4 Attese di variabili aleatorie discrete

Siano xi,...,xy € R dati numerici (per esempio, i risultati di M misurazioni di una variabile

aleatoria). La statistica descrittiva definisce la media di M dati come

M

_ 1 X1+...+xy

X = — E X = —————.
Ml,1 M

Con il numero #{k: x; = x} di apparizioni del valore x € R nel campione xi,...,x) € la
frequenza relativa hY = W di x, possiamo riscrivere la media come
_ X1+ ...+ Xy x-#k: x, = x}
D)L s
xeR xeR

Se ci ricordiamo della distribuzione empirica (Esempio [23), vediamo che p(x) = h¥ & la
densita della variabile aleatoria discreta X = idg (come nell’Esempio BE177) su R, e la media
diventa }’ . x- p(x). In questa forma, la media (di dati concreti!) ci fa la guida per la definizione

dell’attesa (teorica!) di una variabile aleatoria.

4.4.1 Definizione. Sia X: Q — R una variabile aleatoria discreta. Allora, 1’attesa

di X ¢ definita come
EX := Z x - p(x),
xeR

se la sommatoria converge.
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N.B.: Se la sommatoria non converge, allora ) .z |x| p(x) = oco. (Si veda il Lemma

[3R.) Se I’attesa di X esiste, diciamo anche X ha lattesa finita.

Sia esistenza che valore di EX dipendono solo dalla legge, ossia, dalla densita p(x) di X. Pero
secondo la definizione, finora bisognerebbe conoscere la densita di ogni variabile aleatoria di

cui volessimo calcolare I’attesa. Per fortuna esiste un teorema che spesso ci facilita la vita.

4.4.2 Teorema. Sia X = (X, ..., X,,) un vettore aleatorio discreto con densita p(x)
e sia ¢: R™ — R una funzione. Allora la variabile aleatoria Z = ¢ o X come nella

Proposizione ha l’attesa finita

BZ = ) @) p)

xeRm

se e solo se la sommatoria converge.

DimosTtrAZIONE. Poiché x € B, se e solo ¢(x) = z, dalla Proposizione EZ271 segue che

D) = Y2 p@ = D> p) = D> ep() = ) e(x)p(x),

zeR zeR  xeB; z€R x€B; z€R x€B; XxeR™M

dove nell’ultimo passo abbiamo applicato il Corollario T3 T4 (che include anche I’ affermazione
sull’esitenza dell’attesa). m

4.4.3 Esempio. Notiamo che per una variabile aleatoria discreta che con probabilita 1 assume
solo valori positivi (P(X > 0) = 1) ha senso di parlare di EX = }} ., x- p(x) = oo se I’attesa non

dovesse essere finita. In particolare, X ha I’attesa finita, se e solo se E |X]| # oo.

4.4.4 Osservazione. Sia X(w) = 1 una variabile aleatoria costante. Allora X ¢ dis-

cretacon p(1) = 1 e p(x) = 0se x # 1 e con ’attesa finita

El = E|l| = Zx-p(x) =1-1=1

xeR

4.4.5 Corollario. Siano X,Y variabili aleatorie discrete con [’attesa finita e sia
c € R. Allora esistono anche E(cX) e E(X + Y) e valgono

E(cX) = cEX e EX+Y) = EX+EY\

In particolare, Ec = E(c-1) =c-El =c.
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DimvosTtrAZIONE. 1.) Poniamo ¢(x) = cx. Allora

B(cX) = ) @0px) = > exp(x) = Y c-lp() = ¢ ) xp(x) = cBX.

xeR xeR xeR xeR

2.) Sia ¢(x,y) = x + y. Allora

EX+7Y) = Z PO y)p(x,y) = Z (x+y)p(x,y)

(x.y)€R? (x.y)€R?

DU apley) + D ypny) = Y xp) + Y yqly) = EX +EY,

(x,y)ER? (x,y)eR? x€R yeR

dove nell’ultimo passo abbiamo applicato I’Esempio B4 e di nuovo il Corollario [3T4. m

Se definiamo ¢x(x,y) = x, allora possiamo X considerare come variabile aleatoria indivi-
duale oppure come funzione ¢y o(X, Y) della coppia (X, Y). Notiamo quanto ¢ stato importante il
passo dove abbiamo scambiato il calcolo di EX con X come funzione della coppia (X, Y) (cioe,
con la densita congiunta) con il calcolo con X come variabile aleatoria individuale (cioe, con la

densita marginale di X).

4.4.6 Corollario. Siano X,Y variabili aleatorie discrete con I’attesa finita. Se X e

Y sono , allora esiste anche B(X - Y) e vale

E(X-Y) = EX-EY.

DimmosTrAZIONE. Sia ¢(x, y) = xy. Allora

E(X-Y) = Z e yp(x,y) = Z xyp(x)q(y)

(x,y)ER? (x,y)eR?

= (Zx-p(w))-(z]y-q(y)) = EX-EY

x€R yeR

(di nuovo applicando I’Esempio B4 ed il Corollario T37T4). m

La seguente proposizione ¢ importante quanto appare innocua: E importantissima!

4.4.7 Proposizione. Siano X, Y variabili aleatorie discrete con [’attesa finita. Allo-

ra:

1. X >Y (cioe X(w) > Y(w)NVw € Q) = EX > EY.

2. [EX| <E|X].
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DmosTrRAZIONE. 1.) Poniamo Z := X — Y. Allora P(Z > 0) = 1. Quindi,

EX-EY = E(X-Y) = BZ = ZZP(Z:Z) > 0,

z>0

cosicché EX > EY.
2.) £X <|X], quindi +EX < E|X|. m

La dimostrazione della prima parte funziona, senza cambiare una parola, anche se solo P(X >
Y) = 1. (Che cosa fanno le funzioni X e Y su sottoinsiemi di £ con probabilita O non centra con
il calcolo dell’attesa.) Il seguente corollario dimostra che una variabile aleatoria non puo fare a
meno che avere un’atesa compresa fra il valore minimo e il valore massimo che assume su un

evento sicuro di Q.
4.4.8 Corollario. Siano a < b tali che P(a < X < b) = 1. Allora anche a < EX < b.

4.4.9 Esempio. 1. X = x,. Allora

EX = Y xP(y,=x) = 0-P(g, =0)+1-P(y, =1)

x=0,1
= 0-PAY) + 1-P(A) = P(A).
2. Lalegge di Bernoulli X ~ B, ,, cioe P(X = 1) = pe P(X = 0) = q. Allora
EX =0-g+1-p = p.
Se A =“X = 17, ritroviamo la parte precedente con p = P(A).

3. Lalegge binomiale X ~ B, ,. Osserviamo che X = X; +...+ X, ¢ la somma di n variabili
bernoulliane X;. Quindi EX = EX; + ... + EX,, = np.

Possiamo anche considerare ¥ = X, - ... - X,. Visto che gli X,..., X, sono addirittura
indipendenti, concludiamo EY = p". Questo segue anche dal fatto che Y ¢ la funzione

indicatrice dell’evento elementare “X; = ... = X, = 17 che ha la probabilita p".
4.5 Varianza, covarianza e la legge dei grandi numeri

Per il resto del capitolo X, Y, ... sono variabili aleatorie discrete.

4.5.1 Definizione. Sia X una variabile aleatoria discreta e sia k € Ny. Diciamo X ha il k—esimo

momento EX* finito se E |X[f < .
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Chiaramente EX° = E1 = 1 esiste sempre e EX! = EX & I’attesa se esiste.

4.5.2 Proposizione. Se E |X|" < oo per un n € Ny, allora E|X|* < oo per ogni k < n.

DmosTtrRAZIONE. Osserviamo che

W<1= <1,

x> 1= |xF < |x".

Allora vale
I < 1+

su tutta la retta. Quindi E|X < EQ+X"=EI+EIX|"<oco. m

4.5.3 Proposizione. Se E|X|" < 00 e E|Y|" < o0, allora anche E |X + Y|" < oo.

DmMOSTRAZIONE. Abbiamo

Ix+yl" < (xl+ly)" < 2max(lxl,ly)" = 2"(max(|xl, |yl))"
= 2"max(|x", lyl") < 2"(xI" + yl"),

dove nel passo dalla prima alla seconda riga abbiamo usato |x| < |y| < |x|" < |y|". Quindi,
EIX+Y"<2"E|X"+E|Y]") <. m

4.5.4 Definizione. La varianza di una variabile aleatoria X la definiamo
VX := B(X - EX)?,

se il secondo momento EX? (e, quindi, anche il primo EX) esiste, e VX = co altri-

menti.

4.5.5 Osservazione. (X — EX)? & una funzione positiva. Qindi, .
La varianza € invariata sotto traslazioni, cioe ’ se Y =X +a,alloraVY =VX ‘ Infatti,

VY = B((X -—a) — (EX —a))* = E(X - EX)* = VX.

N.B.: E spesso opportuno calcolare la varianza secondo la formula

VX = E(X -EX)* = E(X? - 2XEX + (EX)?)
= EX? - 2E(XEX) + (EX)* = EX* — (EX)".

4.5.6 Corollario. V(eX) = E(cX)? — (B(cX))? = 2EX? — (cEX)? = 2VX.
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4.5.7 Osservazione. La varianza di X & la media della deviazione quadratica (X — EX)* di X
dalla sua attesa e, quindi, una misura quanto 1 valori di X siano sparpagliati in giro ad EX.
Ci sarebbero altre possibilita come la media di |X — EX| oppure di |X — EX|* (@ > 0). Ma per
prima cosa, il modulo con la sua definizione a pezzi & scomodo. E poi la deviazione quadratica
si gode della seguente proprieta particolare: Osserviamo che VX < oo, se e solo se E(X — a)* =

EX? — 2aEX + a* < 0. Se calcoliamo la derivata per a di E(X — a)?, troviamo

d
—E(X —a)* = -2EX +2a.
da

Quindi la parabola E(X — a)? assume un valore minimo per a = EX.
Osserviamo, inoltre, che 0 = VX = 3 . (x — EX)*p(x) implica che per ogni x € R vale
x—EX = 00 p(x) = 0. Quindi, I'unico valore per x, dove p(x) possa essere diverso da 0, ¢

x=EX.Dal =} & p(x) = p(EX) concludiamo che P(X = EX) = 1, ossia, X (con probabilita

1) ¢ la funzione costante EX.

Una delle disuguaglianze piu fondamentali, che ci aiuta di dimostrare la legge dei grandi

numeri (come promesso nell’introduzione), ¢ la seguente:

4.5.8 Disuguaglianza di Cebicev. Per ogni variabile aleatoria X e per ogni € > 0

vale
VX
P(X-EX|>¢g) < —-
£

DimosTtrAZIONE. Ricordiamoci che la probabilita di un evento ¢ I’attesa della sua funzione in-
dicatrice. Quindi P(|X — EX| > &) = Ey.

AV La dimostrazione consiste in nient’altro che
- 2 &

2 N . N . .
trovare la parabola c¢(X — a)” piu bassa che risulta sempre piu grande di D S Il risultato
(X-EX)?

g2

(unico) di questo tentativo ¢

A (X=EX)?
2

1 Xox mxs e

EX-¢ EX Ex+s R

, . XBx?
Figurad.1: =5=2>x .
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Quindi, )
P(|X - EX' 2 8) = EX‘\X—]EX\Z&” = E(@) = =

La stima in questa dimostrazione, e conseguentemente anche la disuguaglianza di Cebicev
¢ piuttosto brutta. Soprattutto, se deviazioni di X dalla media EX appaiono con probabilita non
piccole, la parabola ¢ decisamente troppo alta per dare una limitazione soddisfacente. Inoltre,
se vogliamo fare £ sempre piu piccolo senza variare anche X, il quoziente % supera prima o
pot il valore 1 e la disuguaglianza non ci da pit nessun’informazione. Nelle applicazioni, se
vogliamo fare & sempre piu piccolo, dobbiamo anche variare X in dipendenza da €. Un modo
opportuno ¢ la dimostrazione della legge dei grandi numeri che vediamo fra poco.

Prima ci serve un altro calcolo di varianze. Vogliamo calcolare V(X +Y). Rimordiamoci che
se le varianze di X e di Y sono finite, allora secondo la Proposizione lo e anche la varianza

della somma. Calcoliamo

VX+Y) = BX+Y)? - EX+Y))? = EX?+2EXY) + EY? — (EX)? - 2EXEY — (EY)?
= VX + VY + 2(E(XY) — EXEY) = VX + VY + 2cov(X, Y),

dove abbiamo definito la covarianza cov(X,Y) := E(XY) — EXEY.

4.5.9 Nota. Normalmente si definisce cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)) in analogia con la
varianza. In questa forma ci si vede subito che la covarianza ¢ una funzione bilineare di suoi

argomenti X e Y. E facile verificare come per la varianza, che le due definizioni coincidono.

4.5.10 Corollario. Se X e Y sono ]non correlate\ (cioe, se cov(X,Y) = 0), allora

vale

V(X +Y) = VX + VY.

Attenzione! V(X + X) = V(2X) = 4VX # 2VX se VX # 0. Infatti, cov(X, X) = VX, cioe X e X

sono correlatissime.

Se X e Y sono indipendenti, allora E(XY) — EXEY = EXEY — EXEY = 0. Quindi
variabili aleatorie indipendenti sono sempre non correlate. L’ affermazione opposta

¢ sbagliata.

4.5.11 Esercizio. Sia Q = {-1,0,1} uno spazio di probabilita elementare, sia

X(w) = weY = |X|. Verificare che X e Y sono non correlate ma non sono indi-

pendenti.
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4.5.12 Osservazione. Siano Xy, ..., X,, due a due non correlate (cioe, cov(X;, X;) = Ose i # j).

Allora abbiamo
cov X + ...+ X1, Xp) = cov(Xy,Xp) +...+cov(X;_1,Xy) =0
per ogni k > 1. Quindi
VX +...+X,0+X,) = VX +...+X,-D)+V(X,) = ... = VX)) +...+V(X,).

Con questo, finalmente, siamo pronti:

4.5.13 La legge dei grandi numeri. (Versione debole.) Sia X una variabile alea-
toria con varianza (e quindi con attesa) finita. Siano X1, X,, ... variabili aleatorie

due a due non correlate con la medesima legge X ~ X ~ X, ~ ... di X. Allora

. Xi+...+X
hmP('; - EX| zg) = 0
n—00 n
per ogni g > 0.
DiMosTRAZIONE. Notiamo che E(X1+'r'l'+x”) = EX1+','1'+EX” = % = EX. Quindi, secondo la disu-

guaglianza di Cebicev abbiamo

V(A=) gy 4 VX, aVX
_EX‘ZS) < &2 - n2g? ) — 0

X1 +...+ X,
P(‘—
n

pern — co. m

4.5.14 Nota. La legge dei grandi numeri debole ci dice che in una successione xi, x,, ... di
verificazioni indipendenti della stessa quantita numerica aleatoria, per ogni € > 0 la probabilita
di avere una deviazione della media empirica dall’attesa teorica piu grande di &, diminuisce
sempre di pitt se aumentiamo il numero n di valori di cui calcoliamo la media. Non ci dice
che la media stessa convergerebbe verso I’attesa! Questa ¢ I’affermazione della legge dei grandi
numeri forte. Piu precisamente, la versione forte afferma che I’insieme A di tutte le successioni
X1, X2, ... per i quali le medie non convergono verso 1’attesa, ha la probabilita P(A) = 0. (La
dimostrazione richiede una preparazione matematica piu elevata. Per iniziare, se prendiamo nota
del fatto, che per controllare 1’affermazione “le medie convergono verso ’attesa” ¢ necessario
conoscere tutta la successione. Non si tratta, quindi, di un evento contenuto nella nostra algebra
booleana per i modelli con ripetizioni ad infinito.) Tutte e due le leggi, sia la versione debole
che la versione forte, non dicono assolutamente nulla sulla velocita della convergenza. Questa

dipende dal modello concreto e fa parte dell’inferenza statistica.



4.6. La funzione generatrice (di Laplace) 87

4.6 La funzione generatrice (di Laplace)

In questa sezione impariamo un metodo efficace di calcolare attese e varianze con 1’aiuto della
funzione generatrice. Questo metodo €, pero, ristretto alle sole variabili aleatorie a valori in
Ny. Un attrezzo similmente potente, che funziona per tutte le probabilita su R, sarebbe la sua
funzione caratteristica. Non la discuteremo perché richiederebbe I’uso dei numeri complessi.
Comunque, quasi tutti gli esempi concreti di leggi che abbiamo discusso finora sono leggi di

variabili aleatorie a valori in Nj.

4.6.1 Definizione. Sia X una variabile aleatoria a valori in Ny. Con ci0 intendiamo
che X ¢ discreta con la probabilita P(X € Ny) = 1. Tale probabilita ¢ determinata
dalla sua densita discreta p(n) = P(X = n). La funzione generatrice i (oppure iy,

se vogliamo indicare la variabile) di X ¢ definita come

(@ = Y 'pn) = B
n=0

dove esiste.

La serie converge (assolutamente) almeno per ogni z € [—1, 1], perché in questo caso

S sl < S o =
n=0

n=0

Attenzione: Non tutte le serie di potenza ., z"a, sono funzioni generatrici di va-

riabili aleatorie. Infatti, occorre e bastache a, > 0e )7 a, = 1.

almeno nell’interno |z| < 1 dell’intervallo [0,

= n!p(n), cioe,
Y determina univocamente la legge di X

, se tale limite esiste. Se non esiste

il limite, allora neanche la derivata esmte. (Per la dlmostrazmne ¢ cruciale che i p(n) sono tutti

positivi. Non vale per z | —1.)

Come detto, la funzione generatrice serve per calcolare I’attesa EX = 37" np(n). L’idea ¢
che %”) = nz"! &, quindi, LZZ) =N 1""! = n se inseriamo z = 1. Allora se esiste /(1)
troviamo

o

Y1) = ZZ p(n ) =1 inzn_lp(n)'zzl = an(n). =

n=0 n=0
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4.6.2 Proposizione. L’attesa di X esiste se e solo y'(1) esiste, ed in tal caso vale

EX = /(1)

o8 . . X _ .
Un modo piu formale di scriverlo sarebbe %?L:l = B(XZ¥ 1)|Z:1 = EX. Tentiamo lo stesso

per la varianza di X. Calcoliamo

d*E(Z¥
y'(1) = d—z(f)L:l = B(X(X - I)ZX_Z)L:] = EX(X-1) = EX*> - EX.

Questo non ¢ ancora il secondo momento. Ma conosciamo gia il primo momento EX = ¢'(1).
Allora:

4.6.3 Proposizione. La varianza di X esiste se e solo Y/ (1) esiste, ed in tal caso

vale

VX = ¢ () +y' () -y (1)

Aggiungiamo ancora un risultato che ci permette di calcolare la funzione generatrice della som-

ma X + Y di variabili aleatorie indipendenti se conosciamo le loro funzioni generatrici.

4.6.4 Proposizione. Siano X e Y variabili aleatorie |indipendenti| a valori in N.

Allora anche X + Y ¢ a valori in Ny e vale

Uxey = Yx - Yy.

DivosTtrAZIONE. Infatti, se X e Y sono indipendenti allora lo sono anche le funzioni z¥ e z*.
Quindi,
Yxar(@ = B() = B2 = EE@) EBE) = ¢x(@ ¢y m

4.6.5 Esempio. 1. Legge di Bernoulli X ~ By ,. Alloray(z) = E(z¥) =°-q+z' - p = zp+q.
Quindi,

Y'(@) =p = y'(l) =p = EX = p,
W'2=0 = yY'IH=0 = VX=0+p-p° = pq

2. Legge binomiale X ~ B, ,. Allora

(2 = sz(’;)pkq”‘k = Z(Z)(zp)"q”"‘ = @zp+p)"

k=0 k=0
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Notiamo che, come si deve, la funzione generatrice di X ¢ I’n—esima potenza della fun-
zione generatrice della variabile bernoulliana, perché e la somma di » tali variabili indi-
pendenti. Da quest’osservazione segue anche che se Y ~ B, , indipendente da X, allora
X+Y ~ Byimp-

Continuiamo con X:

W' () = np(pz+q)"! = ¢'(1) = np(p+q)"" = np,
Y’ (2) = nin—1)p*(p+q)"> = Y1) = n(n-1)p*.

Quindi,

EX = np, VX = n(n-D)p* +np—n*p* = n(p-p*) = npq.

Confermiamo non solo che ’attesa € n volte I’attesa della variabile bernoulliana, ma

anche le varianze delle n variabili bernoulliane indipendenti si sommano.

3. Legge geometrica X ~ geom,. Allora y(2) = 32, 2'pg*™" = zp X2 (z9) = 72, Trovia-

mo
, p(1 —zq) — zp(—q) P , p 1
= = 1 = - = -
v (1- 297 (1 - 297 v = G0 T,
won _ E2Dp(=q) _ 2pq moy . 2Pq _ 2q
VO T T U = V=g T
Quindi
1 2g 1 1 2g+p-1 q
EX = -, VX = — _—— = = = =
p p? ’ p P p? P’

4. Legge di Pascal X ~ Pas, . Quello che abbiamo detto per la transizione dalla legge
di Bernoulli alla legge binomiale (somma di n copie indipendenti) vale anche per la
transizione dalla legge geometrica alla legge di Pascal, se prendiamo in considerazione

I’Esempio B3, che ci permette dimostrazioni con 1’induzione per i seguenti fatti:

Zp \n n ng
v = (=) EX = -, vx = 4.
1-2zq P p

Ci impegniamo solo di calcolare la funzione generatrice direttamente dalla definizione.

(9]

k-1 (k-1
Y(z) = z"( )p”q"‘” = ( )p”(zq)"‘”z”
; n-—1 kzzr; n-—1

n

k-1 ne k-nn__ P o v (k-1 o
i Z(n—l)(l_@ @y = () Z(n_1)(1‘z‘” (zq)"".

0
k=n k=n
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Poiché la legge di Pascal P, ;_,, ¢ normalizzata, sappiamo che

= (k-1
Z( )(1—zq)"(zq)k‘" = L
n-1

k=n
Quindi, (2) = (t£)".

Ak Ao @D i
g =e Do = et =

5. Legge di Poisson X ~ Poi,. Troviamo ¥(z) = Y2, e =

e“ D1 Quindi,

A(2) = HOEN! = EX = A,
PYiz) = YD) =22 = VX=2L+1-2 =21

V'(2)
Y (2)

4.6.6 Esercizio. Calcolare I’attesa e la varianza per le cinque leggi su Ny dell’esempio
precedente direttamente dalla definizione

EX = ka(k) EX? = Zk2p(k) VX = EX? - (EX)?,
k=0 k=0

cioe¢ senza far riferimento alla funzione generatrice, e confermare cosi i risultati dell’esem-
pio ottenuti con 1’uso della funzione generatrice.

4.6.7 Esercizio. Finora abbiamo accettato senza controllare che la legge di Pascal ¢ norma-
lizzata come si deve. (Se non abbiamo sbagliato nel probabilizzare lo spazio dello schema
di Bernoulli, non dobbiamo dubitare. Ma chi lo sa?) Dare una dimostrazione diretta (qual-

siasi) che
> (k-1 _
Z( )p"(l—p)" "=l
n-—1
k=n

4.6.8 Esercizio. Dato due variabili aleatorie indipendenti X ~ Poi,y e Y ~ Poi,, qual ¢ la
legge di X + Y?

4.7 Un esempio esteso

Torniamo al problema della somma di due dadi (I’esercizio dell’introduzione con i suoi suc-
cessori [T, CT°T e I’Esempio E1-8), modellato sullo spazio campionario Q. = {2,...,12}
che contiene 1 possibili valori della somma. Supponiamo ci siamo resi conto che le probabilita
pr = P(“somma= k”) devono essere proporzionali al numero f(k) = 6 — |7 — k| delle coppie
ordinate che realizzino il valore k della somma. (Esercizio: Verificare che questa formula dia
il numero giusto.) Ma non ci ¢ venuto in mente che, considerando lo spazio €, delle coppie,
potremmo ridurre il problema ad uno spazio di probabilita elementare.

A questo punto, ci tocca a risolvere il seguente problema (esame!):
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Data una funzione f: R — R, diversa da zero su un sottoinsieme numerabile Q di

R in R,, trovare una costante ¢ > 0 tale che la funzione

Q,
) = cfny = | E

0 altrimenti.

diventi la densita discreta di una variabile aleatoria X.

Per la soluzione bisogna trovare c tale che ), .z p(x) = 2o p(x) = 1. 1l problema ha la

soluzione ¢ = se > eq f(x) < co. Altrimenti non ha soluzione. Soprattutto quando Q ¢

1
ZXGQ f (x)
un insieme finito, il problema ha sempre una soluzione.

Nel caso nostro troviamo f(2)+...+ f(12) =1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1 =36

6—[7—x|

(confermando che il numero totale delle coppie ordinate € 36), e quindi p(x) = ¢

2,...,12) e 0 altrimenti.

(x =

Una volta individuata la legge della variabile aleatoria X =“somma dei due dadi”, ci possia-

mo chiedere (esame!) ’ dell’attesa di X e della varianza di X. ‘ Lattesa era definita EX = ) g x-

P(X) = Xreq X - Cf ().

Nel nostro caso troviamo

EX = 2-143-244-345-446-547-6+8-5+9-4+10-3+11-2+12-1 _  (2+12)-1+(B3+11)-2+(4+10)-3+(5+9)-4+(6+8)-5+7-6
- 36 - 36
_ 14-(0+243+445)+7-6  _ 210442 _ 252 _ 42 _ 7
- 36 - 36 -~ 3% ~ 6 —

E un risultato facilmente intuibile. Infatti, il risultato piti probabile & 7 e le deviazioni da questo
valore centrale appaiono in tutte e due le direzioni con probabilita uguali. Un simile calcolo per

il secondo momento EX? = 3, . x* - p(x) = e X* - ¢f (x) da EX? = 22 di cui risulta

@_72 _329-49-6 _ 35
6 B 6 6

Avremmo potuto facilitarci la vita enormemente, prendendo un po’ in considerazione piu

VX = EX® - (EX)? =

della struttura concreta del problema. Infatti, sullo spazio di probabilita elementare di tutte
le coppie Q, = {1,...,6} x {1,...,6}, la somma X ¢ proprio la somma X = X; + X, dove

Xi(wi,w,) = w; sono i risultati dei dadi individuali. Quindi, non solo EX = EX; + EX,, dove

I’attesa del lancio di una dado ¢ EX; = “'Tgm = % = % Ma anche, per I'indipendenza delle

variabili X; e X;, abbiamo VX = VX; + VX,. E VX ¢ molto piu facile da calcolare. Troviamo

EX? = 1006025436 = A gj cui risulta VX; = EX] — (EX;)? = 2 — % = 2, confermando cosi

VX =2VX; = 2.

IR LTS . . . 2 6
Una terza possibilita ¢ usare la funzione generatrice. Troviamo y;(z) 1= yx, 1=

e PV o A
6

éIi). Dalla Proposizione 64 segue immediatamente che y(z) := ¥x(z) = (Y, @) =( 6?;% ),

un risultato difficilmente trovabile direttamente dalla definizione di ¢(z) per X.
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4.7.1 Esercizio. Calcolare ’attesa e la varianza di X; € di X con I’aiuto della funzione
generatrice.
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Non sempre possiamo limitarci al caso di una variabile aleatoria che assume (con probabilita 1)
solo valori in un sottoinsieme numerabile di R. Basta pensare all’Esempio [4, in cui, soprattutto
per ragioni pratici, abbiamo dovuto ammettere tutta la semiretta positiva come possibili valore.
Uno dei problemi piu vecchi (risolto molto prima che Kolmogorov enunciasse i suoi assiomi
della teoria della probabilita) ¢ quello di specificare che potrebbe essere 1’ equidistribuzione su
un intervallo limitato (a, b]. Per avere un’idea di un esperimento concreto dove appare questo

problema, guardiamo la seguente figura.

Figura 5.1: Palla di neve di raggio r lanciata “a caso” su una griglia di larghezza d.

Una palla di neve di raggio r la lanciamo “a caso” verso una griglia con la distanza d fra le sbar-
re. Vogliamo sapere, per esempio, se la palla si rompe, perché tocca una sbarra, oppure no. Dire
“a caso” significa proprio che intendiamo non favorire nessuna posizione del centro della palli-
na rispetto alla griglia. Ci conviene essere un po’ piu specifico. Per prima cosa, idealizzando un
po’, la griglia la ci immaginiamo estesa ad infinito. Notiamo che la y—coordinata non centra per
il problema se la palla tocchi la griglia, o meno. E per quanto riguarda 1’ x—coordinata notiamo,
che I’intero problema ¢ periodico con periodo d. Quindi, quello che ci interessa veramente ¢ la
distanza del centro della palla alla prossima sbarra, diciamo, alla sua sinistra, ossia un valore x

dell’intervallo (0, d]. Chiaramente ’evento A =*“la palla non si rompe” corrisponde al sottoin-

93
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sieme (r,d — r) di (0,d]. (Se ci dovesse capitare d — r < r, ossia d < 2r, cio¢ il diametro 2r
della palla ¢ piu grande della distanza fra le sbarre, allora la palla semplicemente non ci passa e
A = . Questo caso banale I’escludiamo.)

Ci sono alcune cose da notare. Per primo, se tutti i punti x € (0, d] hanno la stessa probabi-
lita p, allora p deve essere 0. (Altrimenti potremmo costruire addirittura sottoinsiemi B finiti di
(0, d], diciamo con n punti, tale che P(B) = np fosse piu grande di 1.) Per secondo, chiunque
sarebbe d’accordo che, se raddoppiassimo la lunghezza del sottointervallo (a, b], allora anche la
probabilita di centrare I’intervallo lungo il doppio si raddoppierebbe. Continuando, giungiamo
alla conclusione che la probabilita di trovare x nell’intervallo (a, b] dovrebbe essere proporzio-
nale alla sua lunghezza b — a. Soprattutto, la probabilita dell’intervallo intero (0, d] dovrebbe

essere uno. Chiediamo, quindi,
b-a

P((a.b]) = —

(*)

per ogni intervallo (a, b] C (0, d].

Dagli spazi di probabilita discreti (o le variabili aleatorie discrete) eravamo abituati, di po-
ter attribuire senza problemi delle probabilita ad un qualsiasi sottoinsieme A di Q (o di R).
Fu proprio un italiano, Vitali, a dimostrare che questo, per il problema appena discusso, non ¢
piu possibile: Non esiste nessuna probabilita (booleana) definita su P((0, d]) che soddisfa (=).
Quindi, se ci teniamo ad avere tali distribuzioni sugli intervalli (e, infatti, ci teniamo moltissi-
mo!), allora dobbiamo pur dire addio all’idea di poter sempre definire delle probabilita per tutti
1 sottoinsiemi di uno spazio campionario. Quali siano le algebre booleane pitl opportune e come
possiamo definire su loro delle probabilita, lo discuteremo in questo capitolo almeno per Q = R,
ossia, per le leggi di variabili aleatorie. Non nascondiamo che la maggior parte delle difficolta

matematiche da risolvere, pur essendo sempre elementari, le rimandiamo all’ Appendice O.

5.1 Probabilita su R

Vogliamo avere a disposizione variabili aleatorie reali, cioe funzioni X: Q — R, che non piu
(come le variabili aleatorie discrete) assumono con probabilita 1 valori in un sottoinsieme nu-
merabile. Vogliamo che fra gli insiemi ammissibili B C R (termine matematico: misurabili) per
I’evento “X € B” ci siano almeno gli intervalli. Ci tocca, quindi, trovare due cose: L’algebra
booleana su R generata dagli intervalli. E stabilire quando una funzione che assegna ad ogni
intervallo un numero positivo definisce un’unica probabilita booleana su tale algebra booleana.

E opportuno procedere in due passi e guardare prima solo gli intervalli semiaperti (per con-
venzione semiaperti a sinistra). Un intervallo semiaperto a sinistra ¢ un intervallo della forma

(a,b] = {x e R: a < x < b} o della forma (a,) = {x € R: a < x}, dove —c0 < a < b < oo.
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(Notiamo che, secondo questa definizione, gli intervalli (—oco, b], (a, ) e (a,a] = 0 sono tutti
semiaperti a sinistra.) Annotiamo con H, I’insieme di tutti questi intervalli semiaperti a sinistra.

Non ¢ difficile dimostrare che I’algebra booleana su R piu piccola che contiene H;, ¢
B] = ﬁ(?’{]) = {Il U...Ul,:neN, [ Gﬂ],i?&jﬁ Iiﬂ]j@},
I’insieme di tutte le unioni di un numero finito di elementi due a due disgiunti di H;.

5.1.1 Nota matematica.

H, ¢ una semialgebra booleana secondo la Definizione CCTTl. (Infatti, 0 € ). Per ogni
I,I' € Hyanche I N I’ € H,. E per ogni (a, b] € H, il complementare (a, b]C = (—o0,a] U
(b, 00) & I’'unione di un numero finito di elementi due a due disgiunti di Hj.) E facile con-
vincersi, che I’insieme $; ¢ invariata sotto intersezioni. Per definizione di semialgebra boo-
leana, il complementare di / € ) ¢ un elemento di B;. Poi il complementare di I; U...U1,,
come intersezione di elementi di B, ¢ di 8. Quindi, B;, essendo chiusa sotto intersezio-
ni e complementari, ¢ un’algebra booleana. Si veda, comunque, la Proposizione CT2 e,
soprattutto, la sua dimostrazione.

Fine della nota.

Supponiamo che P sia una probabilita booleana definita su B,. Allora, se definiamo la funzione

di ripartizione F = F=: R — R come F=(x) := P((—0, x]), possiamo calcolare
P((a,b]) = P((=00,b]\(=0,a]) = P((=00,b]) = P((=00,a]) = F=(b) - F*(a),

perché (—oo, b] = (—00,a] U (a,b] e (—co,a]l N (a,b] = 0.

Notiamo che la funzione F= determina la probabilita su tutto 8. Infatti, abbiamo visto che
F= determina P su H,. Poi, per un elemento arbitrario I; U ... U I, di B, visto che gli intervalli
I; sono due a due disgiunti, troviamo P(l; U ... U I,) = P(I}) + ...+ (P(l,).

Inoltre, F= soddisfa 0 < F=(x) < 1 perogni x € Re x < y = F5(x) < F3(y), cioe F= &

crescente. Sommiamo:

Per ogni probabilita booleana P su $B; c¢’¢ una funzione F= crescente a valori in
[0, 1], 1a funzione di ripartizione, tale che F= determina P univocamente secondo
P((a,b]) = F=(b) — F=(a) per ogni oo < a < b < o0,

Una domanda naturale ¢, se ogni tale funzione crescente a valori in [0, 1] ¢ la funzione di

ripartizione di una probabilita P su 8. La risposta a questa domanda ¢ affermativa:

Ogni funzione F= crescente a valori in [0, 1] determina un’unica probabilita

P: By — R, di cui ¢ la funzione di ripartizione.
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5.1.2 Nota matematica.

Per dimostrarlo, occorre dimostrare che la funzione P: (a,b] — F=(b) — F=<(a) definita
su Hj, ¢ additiva su H) secondo la Definizione CCT4. Con cio intendiamo, che qualunque
siano gli intervalli 1y,...,1, € Hj semiaperti a sinistra e due a due disgiunti, se (ma solo
se!) la loro unione &€ nuovamente un intervallo / € Hj, allora

P(LyU...UL) = PU))+...+ P(I,).

Quindi, I’additivita non si chiede per tutte le unioni disgiunte di intervalli, ma solo dove ha
senso, ciog, dove I’unione ¢ nuovamente un intervallo. Per le altre unioni disgiunte non ci
sono condizioni! La Proposizione T3 ci dice, che questo gia basta.

Fine della nota.

Vediamo che ¢ molto facile indicare una probabilita sull’agebra booleana $B;: Basta indicare
una funzione crescente F=: R — [0, 1]. Pero, c’¢ un prezzo da pagare per questa semplicita.
L’algebra booleana H) non ancora contiene tutti gli intervalli. Infatti, non contiene gli eventi
elementari {a} = [a, a]. Ci disturba anche una certa asimmetria. Che cosa rende pil interessanti
gli intervalli semiaperti a sinistra? (Infatti, avremmo benissimo potuto partire con la semialgebra
booleana H degli intervalli semiaperti a destra. Tutto funziona allo stesso modo, tranne il fatto,
che F=(x) dovrebbe essere sostituita con la funzione crescente F<(x) := P((—o0, x)), oppure con
funzione decrescene F>(x) := P([x,®)) = 1 — F<(x).)

Gli eventi elementari li possiamo facilmente aggiungere. Infatti, anche tutti gli intervalli
aperti, semiaperti a sinistra o a destra, e chiusi, finiti ed infiniti formano una semialgebra boo-
leana che annotiamo con H. Ma gia lo sforzo di descrivere tutti questi intervalli, ci indica che le
notazioni diventano piu complicate. Secondo la stessa Proposizione LT, 1’algebra booleana

generata da H ¢
B = ﬁ(?’() = {I]UUIHHEN,IIGW,Z?&]:)IIOIJZQ}

Anche qua, se P ¢ una probabilita booleana, allora F(x) = P((—o0, x]) definisce una funzione
crescente a valori in [0, 1], tale che P((a, b]) = F(b)— F(a). Perd non sappiamo che succede con
gli altri intervalli. Visto che [a, b] ¢ 'unione disgiunta di {a} = [a, a] e (a, b], se consociamo F,
allora I’unica incertezza che rimane , sono proprio le probabilita degli eventi elementari.

Una discussione dettagliata di che cosa possa accadere nel caso generale la rimandiamo
all’Appendice L. Per la comprensione completa occorre la conoscenza di alcuni delle pro-
prieta analitiche eccezionali di cui le funzioni monotone si godono. A noi, in questo capitolo
interessa solo un caso particolare: Supponiamo che la funzione crescente F sia continua. (Di

questo fatto le variabili aleatorie continue prenderanno il nome.)
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Supponiamo che F sia una funzione crescente continua a valori in [0, 1]. Questa continuita
include i punti —oco ed oo, cio¢ supponiamo che lim,_,_,, F(x) = 0 e lim,_,., F(x) = 1. Osservia-

mo che per ogni a < b < ¢ vale P((a,c)) > P((a, b)), perché (a, c) D (a, b]. Allora

0 < P({c}) = P((a,cl\(a,¢)) = P((a,c]) = P((a,0))
< P((a,c]) = P((a,D]) = P((b,c]) = F(c) - F(b).

Visto che F I’abbiamo assunta continua e che 0 < P({c}) < F(c) — F(b) vale proprio per ogni
b < c, allora nel limite b T ¢ non rimane altro che P({c}) = O per ogni c. L’incertezza che possa
essere la probabilita di un evento elementare, svanisce nel nulla!

Nel ragionamento precedente abbiamo usato solo la continuita a sinistra di F. Ma questo

basta gia per avere un’unica probabilita:

5.1.3 Teorema. Sia F': R — R continua che soddisfa:
1. F é crescente.
2. lim,,_,, F(x) =0.
3. lim,,, F(x) = 1.
Allora esiste un’unica probabilita booleana su 8B che soddisfa

P([a,b]) = P((a,b]) = P(la,b)) = P((a,b)) = F(b) - F(a) (5.1.1)

perognia <b.

Per quanto riguarda la dimostrazione, ¢ simile a quella per By; si veda la Nota BT2. Dobbia-
mo solo dimostrare che la probabilita definita sulla semialgebra booleana H ¢ additiva su H.
Poiché, secondo la discussione precedente, 1 punti individuali {a} “non hanno peso” (nel sen-
so della (I)), la dimostrazione dell’additivita per H & pitt 0 meno la stessa come quella

dell’additivita per H,. Ci sono solo un po’ piu di difficolta formali da affrontare.

5.1.4 Nota matematica.

Attenzione! Abbiamo concluso dalla continuita a sinistra di F’ che la probabilita di un even-
to elementare {a} ¢ 0. Non vale perd I’affermazione opposta. Una probabilita booleana che
assegna ad ogni evento elementare la probabilitda 0 non debba avere necessariamente una
funzione di ripartizione continua. Basta guardare la probabilita su H che assegna ad ogni
intervallo della forma (a,b) con a < 0 e b > 0 la probabilita 1, e a tutti gli altri intervalli
la probabilita zero. Quindi, un intervallo ha probabilita 1 gia se “tocca lo zero” dall’alto,
anche se 0 non ¢ necessariamente contenuto. La probabilita di ogni evento elementare &
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0. Comunque la funzione di ripartizione F(x) € O per x < 0 e 1 per x > 0, quindi, non &
continua.

Notiamo che questo comportamento ¢ in contrasto con la teoria standard basata su
o—algebre e probabilita o—additive. Infatti, la o—additivita porta con se che la funzione di
ripartizione ¢ continua a destra, e la funzione di ripartizione che abbiamo appena costruita
non lo e.

Notiamo, inoltre, che neanche continuita a sinistra ¢ necessaria per P({a}) = 0. Scam-
biamo nell’esempio appena discusso i segni delle disuguaglianze in P((a,b)) = 1sea <0
eb > 0, e 0in tutti gli altri casi. Allora F(x) = Oper x < 0Oe 1 per x > 0. Adesso F ¢
continua a destra, ma non a sinistra. Comunque, rimane P({a}) = 0 per ogni a.

Fine della nota.

Come abbiamo visto, una qualsiasi funzione F, che soddisfa le ipostesi del Teorema BT,

definisce una probabilita booleana so 8. Un modo opportuno di procurarcene una, ¢ il seguente:

Sia p: R — R una funzione integrabile (in un senso opportuno; si veda la seguente

nota matematica), che soddisfa le seguenti condizioni:
1. p ¢ positiva, cioe p(x) > 0 per ogni x € R.

2. [p(dx := [ p(x)dx=1.

Allora la funzione

Flx) = f p(y) dy

(5]

soddisfa le ipotesi del Teorema e, quindi, definisce una probabilita su 8 tale
che

b

P([a,b]) = P((a,b]) = P(la,b)) = P((a,b)) = F(b)-F(a) = f p(x)dx
Y612

per ogni a < b. Chiamiamo la funzione p la densita della probabilita P.

5.1.5 Nota matematica.

11 significato del termine integrabile appena usato, dipende dalla teoria d’integrazione che
abbiamo a disposizione (ossia, dalla nostra preparazione matematica). La teoria pill gene-
rale conosciuta, ¢ I’integrale di Lebesgue. Gli assiomi della probabilita dati da Kolmogorov
si riferiscono a questa teoria. Se usiamo l’integrabilita nel senso di Lebesgue, il collega-
mento fra funzioni di ripartizioni continui F e la loro rappresentazione come integrale
F(x) = f_ xoo p(y) dy per una densita opportuna diventa reciproco. (Il teorema di Radon-
Nikodym della teoria dell’integrale di Lebesgue afferma proprio I’esistenza di una tale den-
sita sotto un’ipotesi piu forte di continuita che una funzione monotona, comunque, soddisfa
non appena sia continua.)
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Noi, dai corsi di Matematica I e II, abbiamo a disposizione I’integrale di Riemann,
proprio ed improprio. (L’integrale proprio ¢ quello fa b p(x)dx su un intervallo limitato.
Mentre se, nel caso improprio, dove almeno uno dei limiti ¢ infinito, intendiamo il limi-
te dell’integrale proprio mandando a a —co e/o b ad co. Per la nostra fortuna, I’esistenza
dell’integrale di Riemann improprio su tutta la retta per una funzione positiva(!) implica
I’integrabilita nel senso dell’integrale di Lebesgue.) Una classe di funzioni per noi asso-
lutamente sufficienti, fra cui scegliere delle densita, sono le funzioni continui o almeno
continui a pezzi. Con cid intendiamo che possiamo suddividere la retta in un numero finito
di intervalli, tali che su ogni intervallo la funzione & continua.

Fine della nota.

Spesso una densita ci ¢ data a meno di una costante moltiplicativa. Ripetiamo quello che abbia-
mo gia fatto per le leggi discrete (esame!):

Data una funzione f: R — R, dobbiamo trovare una costante ¢ > 0 tale che la

funzione
p(x) = cf(x)

diventi la densita di una variabile aleatoria X.

Bisogna, quindi trovare c, tale che f p(x)dx = 1. Se esiste I'integrale f f(x)dx < oo, allora il

problema ha la soluzione . Si vedano gli esempi della Sezione B3.

_ 1
¢= ff(x)dx<oo

5.1.6 Esempio. Torniamo al problema discusso nell’introduzione di questo capitolo. Sia [a, b]
un intervallo limitato di lunghezza b — a diversa da zero. Vogliamo che la probabilita P([a’, b'])

di ogni intervallo [@’, b] C [a, b] sia proporzionale alla sua lunghezza b’ — a’. Osserviamo che

h/
f dx = b -d.

Allora ci possiamo provare con la densita p come multiplo opportuno cf della funzione seguen-

te:
1 a<x<b,

f(x) =

0 altrimenti.

La costante ¢ la dobbiamo scegliere tale che P(R) diventi 1. Calcoliamo

a b 00
cff(x)dx = c(f 0-dx+f 1-dx+f O-dx) = c(0+ x5 +0) = c(b-a).
—o0 a b

di cui segue ¢ = 7. Chiameremo la legge continua con la densita ;- nell’intervallo [a, b] e
0 altrove, la distribuzione uniforme sull’intervallo [a, b]. Scriviamo X ~ unij, ;) se la variabile

aleatoria ha la legge continua con la densita uni, ;,(x) := cf(x).
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5.1.7 Esempio. Sia f(x) = e per x > 0 e f(x) = 0 altrove, dove 4 > 0 & un parametro. La

costante ¢ la dobbiamo scegliere tale che P(R) con la densita p = cf diventi 1. Allora

[ rwax - cfome‘“dx o L e R

di cui segue ¢ = A. Questa legge la chiamiamo la legge esponenziale di parametro A. Scriviamo

X ~ exp, se la variabile aleatoria ha la legge continua con la densita exp,(x) := cf(x).
Si vede subito che la funzione di ripartizione di X ~ exp, ¢ F(x) = f_ xoo exp(y)dy =

fox AeWdy=1-e"perx>0e F(x)=0perx<O0.Pers,t >0 troviamo

PEX€els,s+1]'"N“X >s")  PXe€[s, s+t
PXe[s,s+1t]IX>s) = ( [s,s +1] ) _ PXels,s+1])

P(X >ys) P(X > s)
_ F(s+1)—F(s) _ e — g7t R )
1= F(s) pE

La legge esponenziale ¢ un modello per descrivere fenomeni di decadenza (per esempio, il
tempo fino alla decadenza di un atomo radioattivo, o il tempo fino al guasto di un’apparecchio.
Come la legge geometrica, anche la legge esponenziale, una volta arrivato al punto X = s, non
ricorda la preistoria come ci sia arrivato, e la probabilita che la decadenza arrivi in un momento

del intervallo successivo ad s di lunghezza ¢, ¢ la stessa come se iniziassimo a s = 0.

5.2 Leggi e attese di variabili aleatorie continue

In questa sezione definiamo in piena generalita che cosa sia una variabile aleatoria a valori in
R. Tale definizione ¢ motivata dal desiderio di potere attribuire alla variabile una legge, ossia,
una probabilita booleana su B. Poi useremo le nostre conoscenze sulla funzione di ripartizione
per definire che cosa siano una variabile aleatoria continua e una variabile aleatoria continua

con densita. Poi discutiamo le loro attese.

5.2.1 Definizione. Sia (Q2, A, P) uno spazio di probabilita booleano. Una funzione X: Q@ — R

¢ una varabile aleatoria (reale) se per ogni intervallo I di H 1’evento “X € I’ ¢ in ‘A.

5.2.2 Nota matematica.

Questa definizione compatibile con quella solita in altri testi di probabilita. Solo che la no-
stra nozione di spazio do probabilita booleano ¢ pitt ampia di quella di spazio di probabilita.

Fine della nota.

Notiamo che, se X ¢ una variabile aleatoria, allora la funzione Px(B) := P(X € B) per ogni

B € B ¢ una probabilita booleana su 8. (Esercizio: Verificarlo!)
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5.2.3 Definizione. Chiameremo Py la legge di X.

5.2.4 Nota matematica.

Anche questa definizione &, cum grano salis, compatibile con quella solita. Una variabile
aleatoria definita su uno spazio di probabilita definisce una probabilita. Pero tale probabilita
non ¢ definita solo su I’algebra booleana $ ma su una o—algebra decisamente piu grande
di 8. (Si chiama la o—algebra boreliana di R e, infatti, si tratta della o—algebra piu piccola
che contiene B (0o H o H) o H| o By, proprio non importa). Il fatto che lo spazio su cui la
variabile aleatoria ¢ definita sia uno spazio di probabilita, garantisce che la probabilita su 8
estende sul dominio piu grande. Ma questo ¢ teoria della misura, che non trattiamo.

Fine della nota.

Infine, arriviamo alle variabili aleatorie continue, il soggetto che ci interessa.

5.2.5 Definizione. Diciamo un variabile aleatoria X su Q ¢ continua, se ha la fun-
zione di ripartizione F(x) := P(X < x) continua. Diciamo che X ¢ continua con
densita, se la legge Py ha una densita p: R — R,, tale che Py ¢ determinata dalla
(ET).

E importante stabilire se una variabile aleatoria X sia continua o abbia addirittura una densita.
Per definizione, identificare una funzione p: R — R, come densita di X, significa verificare che
P(X € la, b)) = fa b p(x)dx. E sufficiente verificare F x(x) = L xm p(u) du. Per trovare candidati
possiamo, quindi, calcolare la derivata di Fx. Saremo confrontati con problemi di questo tipo in

tutto ill resto del capitolo. La seguente proposizione ne da un esempio.

5.2.6 Proposizione. Sia X una variabile aleatoria e poniamo Y := oX + u (o >
0,u € R).

1. Anche Y é una variabile aleatoria.
2. Se X é continua, lo é anche Y.

3. Se X ha la densita, lo ha anche Y. Infatti, una possibile scelta e la funzione

q(y) = 1p(Lh)

DimostrAzIONE. Dall’elementare equivalenza

Yelab] & oX+pelab] & Xe[t 2L

o



102 Capitolo 5. Variabili aleatorie continue

segue, che ogni evento “Y € [a,b]” & di A e che con Fy anche la funzione Fy(y) = Fx(%F) ¢

continua. Infine, se Fx ha la densita p, allora

Y=

y— - . Y
Frp) = Fy(=ty - f p(0dx = f P2 du = f o) du,

O- (o) (o) [ee)

che verifica ¢ come possibile densita. m

5.2.7 Esercizio. Sia X una variabile aleatoria. Dimostrare che:
1. Anche |X]| ¢ una variabile aleatoria.
2. Se X ¢ continua, lo ¢ anche |X].

3. Se X ha la densita, lo ha anche |X]. (Indicare una densita!)
5.2.8 Esercizio. Formulare e dimostrare una versione della Proposizione 828 per o < 0.

5.2.9 Esercizio. Sia X una variabile aleatoria continua con densita p. Dimostrare che anche
Y := X? & una variabile aleatoria continua, che ha la densita

P(NY+p(— )
—=—= y>0,
qy) = { 2V

0 y <0.

Passiamo all’attesa di una variabile aleatoria. Questa parte fino al Teorema B2TTl serve per mo-
tivare la definizione dell’ attesa di una variabile aleatoria generale (si veda il Teorema B210) per
poi derivarne la forma nel caso di una variabile continua con densita. La difficolta matematica,
benché sempre elementare e a disposizione delle nostre conoscenze, e chi non ¢ interessato a
questa motivazione, puo anche saltarla e andare subito alla Definizione &2ZT2.

L’attesa di una variabile aleatoria discreta X con densita p era definita come

EX = Z x - p(x)
xeR
salvo che esista, ciog, salvo che ),z |x] - p(x) < co. Sia (I,), una partizione di R in intervalli
I, € H, non vuoti, e tali che sup, ., A(I,) = L < co, dove con A(/) annotiamo la lunghezza di /.
Chiamiamo L I’ampiezza della partizione. Per ogni n € N scegliamo un x, € I,. Ogni x si trova
in uno e uno solo degli intervalli 7,. Se definiamo y, di essere quello degli x, tale che x ed y, si

trovino nello stesso intervallo. Vediamo che

D=y p| = D=y pw| < Yl-yd-po < Y Lep) = L
xeR xeR xeR x€R

xeR
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Quindi, se facciamo la lunghezza massima L degli intervalli sempre piu piccola e per qualsia
scelta di punti x, in questi intervalli, le sommatorie ),z y, - p(x) convergono verso I’attesa EX.

Poiché gli 1, formano una partizione, troviamo

Dy p® = D >y p = Y xp) = D x> p) = D x-PXel).

xeR neN xel, neN xel, neN xel, neN

Per 1 due calcoli precedenti era essenziale che la legge della variabile aleatorira discreta rende
R uno spazio di probabilita discreto, e che a causa di questo ogni partizione (1), soddisfa
>nen P(I,) = 1. La cosa bella ¢, che per calcolare I’ultima sommatoria a destra e, poi, mandare
L a 0, questa proprieta ¢ I’unica necessaria. Chiamiamo una variabile aleatoria partizionabile

se soddisfa )}, P(I,) = 1 per ogni partizione di R in intervalli di ampiezza finita.

5.2.10 Teorema. Sia X una variabile aleatoria partizionabile su uno spazio di probabilita boo-

leano (Q, A, P). Allora vale una delle due possibilita:

1. Per una partizione in intervalli I, € H, di ampiezza finita e una scelta di punti x, € I,

vale
Dl PXel) = .
neN
In tal caso questa uguaglianza vale per tutte tali partizioni e scelte di x,. Scriviamo

E|X| = co.

2. Per una partizione in intervalli I, € H, di ampiezza finita e una scelta di punti x,, € I,

vale
lenI-P(Xe 1,) < .
neN
In tal caso questa disuguaglianza vale per tutte tali partizioni e scelte di x,. Inoltre,

qualsiasi sia la scelta di 0 # L,, — 0, per m — oo le sommatorie ), |x, - P(X € 1)

convergono verso lo stesso limite che annotiamo con E |X]|.

Nel secondo caso convergono anche tutte le sommatorie ), X, - P(X € I,,) convergono verso

un solo limite che annotiamo con EX e che chiamiamo attesa di X.

Bozza p1 una piMosTrAZIONE.  Non ¢ troppo difficile di capire (anche se richiede molto al-
lenamento matematico) che se per una partizione la sommatoria e finita, allora la differenza
di quella con una la sommatoria per una qualsiasi altra partizione non ¢ pit grande somma
delle ampiezze delle due partizioni. In particolare, anche la seconda sommatoria ¢ finita.
(Procedendo per contrapposizione, questo dimostra subito (1).) Poi scegliendo in (2) una
successione di partizioni con gli L,, come indicati, si vede che le sommatorie formano una
successione di Cauchy che, per la completezza di R, ha un limite. Scegliendo una altra suc-
cessione e prendendo in considerazione che le differenze convergono verso 0, vediamo che
i limite devono coincidere. m
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Dalla discussione precede il teorema, segue che una variabile aleatoria discreta & sempre parti-
zionabile, e che I’attesa secondo la Definizione BE41] coincide con I’attesa secondo il Teorema
B7T1, esistenza inclusa.

Passiamo alle varibili aleatorie continue con densita.

5.2.11 Teorema. Sia X una variabile aleatoria continua su uno spazio di proba-
bilita booleano con densita p. Allora X e partizionabile ed EX esiste se e solo se

flxl - p(x)dx < oo, ed in tal caso

EX = fx-p(x)dx.

La dimostrazione dipende (come la classe delle funzioni a cui p possa appartenere) dalla teoria
dell’integrazione che abbiamo a disposizione. (Se I = (a, b] allora P(X € I) = fa b p(x)dx. Se-
condo una versione opportuna del feorema della media, in I esiste un y tale che fu " x- p(x)dx =
Y fa b p(x) dx. Usando questo fatto, la dimostrazione riesce simile a quella del Teorema BE210.)
L’ omettiamo. Invece ignoriamo il Teorema B27TT, e prendiamo il suo contenuto come defini-

zione dell’ attesa di una variabile aleatoria continua.

5.2.12 Definizione. Sia X una variabile aleatoria continua su uno spazio di proba-

bilita booleano con densita p. Se f |x| - p(x) dx < oo, definiamo 'attesa di X

EX = fx-p(x)dx

e diciamo X [lattesa finita. Altrimenti 1’attesa di X non ¢ definita.

5.2.13 Esercizio. Sia X una variabile aleatoria continua con densita p. Usare il risultato
dell’Esercizio 229 per dimostrare che EX? = f x% - p(x)dx.

L’esercizio precedente, ci permette di calcolare subito le varianze di alcune variabili aleatorie

continue con densitd come VX = EX? — (EX)?, anche se la giustificazione viene solo dopo.

5.2.14 Esempio. Torniamo all’Esempio B4 della variabile X distribuita secondo la distribu-
zione uniforme uniy,  sull’intervallo finito [a, b]. Abbiamo capito una volta per tutte, che gli

integrali si svolgono solo sull’intervallo dove p(x) ¢ diverso da 0. Troviamo

1 b 1 (x*p bP-d? b+a
EX = dx = dx = —| = = .
fxp(x) X b—afa xdx [ ]a 2 —a) >
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Vediamo con soddisfazione (perché con soddisfazione?) che I’attesa ¢ la media, il baricentro,

dell’intervallo. Per la varianza calcoliamo prima il secondo momento. Troviamo

a  3(b-a) 3

1 b 1 X3 b -a b* + ba + a*
2 2 _ 2 _
EX? = fxp(x)dx = 7= ) x“dx = b—a[ ]

La varianza risulta

b>+ba+a*> b*+2ab+a*> b*-2ab+a’ (b -a)
X = EX* - (EX)’ = — = - _
v (EX) 3 4 12 12

La varianza dipende solo dalla lunghezza dell’intervallo, non dalla sua posizione. Troviamo

riconfermato che la varianza € invariata sotto traslazioni.

5.2.15 Esempio. Torniamo all’Esempio B177 della variabile X distribuita secondo la la legge
esponenziale exp, di parametro A. Gli integrali fooo xe ™ dxe fooo x*e* dx per calcolare I’ attesa
ed il secondo momento possono essere risolti con integrazioni per parti. Noi useremo un trucco

che si serve della derivata di un integrale per un parametro. Infatti, vale

i ooe"l"dx = —fooxe_ﬂxdx e d_me e dx = fxze_“dx

Il valore fooo e Mdx = % I’avevamo gia calcolato. Quindi,

0 d 0 d (1 1
f xe Ydx = — — e Mdxy = —— =] = =
0 da Jy da\a A2
e
° & d (1 2
2 —Ax _ —Ax _ —
\fo‘ X e dx = ﬁ . e dx = ﬁ (5) F
Allora
EX = /lf xe¥dx = — e EX® = /lf e ¥dx = =,
0 A 0 e

5.2.16 Esercizio. Sia X una variabile aleatoria continua con densita p, e poniamo Y :=
oX + p. Allora per ogni o € Re u € R vale EY = ¢EX + ue VY = o?VX. (Prestare
particolare attenzione ai casi o < 0 e o = 0! E sempre vero che Y sia una varibile aleatoria
continua?)
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5.3 Vettori aleatori continui e le loro funzioni

Un vettore aleatorio su uno spazio di probabilita booleano (Q, A, P) ¢ semplicemente un’m—up-
la X = (Xy,...,X,) di variabili aleatorie su Q secondo la Definizione E21l. Come li, anche la
nostra definizione di vettore aleatorio su uno spazio di probabilita booleano ¢ compatibile con
la versione per spazi di probabilita. Visto che ogni X; € I; ¢ un evento di A, lo ¢ anche la loro

intersezione. Annotiamo con 8" := B(H™) I’algebra booleana su R generata dalla famiglia
H" = {[ x...x1,: I, e H}

di tutti gli intervalli m—dimensionali. Allora Py(B) := P(X € B) definisce una probabilita boo-
leana su 8" (esercizio: dimostrarlo!), che chiamiamo la legge congiunta di X. Infine, notiamo
che la famiglia "™ ¢ una semialgebra booleana su R™. (Si veda 1’ Appendice 3 per dettagli.)
Quindi, una probabilita su 8" ¢ gia determinata dai valori che assume su H". (Proposizione
CT3)

5.3.1 Esempio. Sia (R™, 8™, P) uno spazio di probabilita booleano. Se definiamo le funzioni
Xi(x1,...,x,) ;= x; daR™ in R, allora I’'m—upla X = (X, ..., X,,) ¢ un vettore aleatorio che ha
la legge congiunta Py = P. Notiamo che X come funzione a valori in R non ¢ che I'identita

idg= su R™.

Anche se, in principio, sarebbe possibile di generalizzare la discussione con funzioni di
ripartizione, tale discussione per piu variabili diventa molto scomoda. Non definiremo vettori
aleatori continui generali, ma solo quelli con densita, e lo facciamo in analogia con la definizio-

ne per una sola variabile.

5.3.2 Definizione. Un vettore aleatorio continuo con densita & un vettore aleatorio

X =(Xj,...,X,,) tale che esiste una funzione integrabile p: R,, — R, che soddisfa

PX,elh,....X,€l,) = f p(x)dx

11 X.. X1,

per ogni scelta di /; € H. Chiamiamo p una densita di X. Diciamo la legge Py ¢

continua con densita p.

Ci sono diverse cose da notare. Innanzitutto, I’integrale ¢ un integrale sul dominio m—dimensio-
nale I; X ... X I,, di R™. Per chi non lo conosce, tale integrale puo essere calcolato in termini di

integrali un-dimensionali iterati, secondo la formula

f p(x)dx = f((f (fp(xl,...,xm)dxl) dxz)...) dx,,.
I %..xIy, Ly, L I
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E anche un teorema che il valore non dipende dall’ordine in cui eseguiamo gli integrali un-
dimensionali. E anche chiaro che la densita p la possiamo variare su un sottoinsieme di cui

funzione indicatrice ha I'integrale 0. La densita ¢, quindi, non unica. Non ¢ difficile vedere che
Px(B) = fB p(x)dx := fR xp(x) - px) dx.
(Segue subito dal fatto che I'indicatrice ¢ “additiva” sotto unioni disgiunti.) In particolare,
fR p(x)dx = Px(R") = P(XeR") = P(Q) = 1.

Molto piu interessante ¢ il fatto che, di nuovo grazie alla “additivita” delle indicatrici, vale anche

I’affermazione opposta:

p(x)dx = 1.

m

5.3.3 Teorema. Sia p: R™ — R, una funzione integrabile tale che f
Allora

P(B) = f p(x)dx
B

definisce una probabilita booleana su B".

Quasi tutti i risultati del Capitolo B sulle variabili aleatorie discrete valgono anche per le variabili
ed i vettori aleatori continui con densita, ed anche piu generali. Per esempio, nella Definizione
B3 di indipendenza per le variabili discrete, scriviamo semplicemente variabili arbitrari ma
i sottoinsiemi B; di R gli dobbiamo limitare ad essere elementi di . Con tale definizione la

Proposizione B34 sulla fattorizzazione delle densita rimane valida nel senso seguente:

5.3.4 Proposizione. Sia X = (X;...., X,,) vettore aleatorio continuo con densita p

e annotiamo con
pi(-xi) = f p(xl"~"xm)d(-xl"",-xi—l,-xi+la--~a-xm)
I X X X XWXy,

la densita marginale di X;. Allora vale:

1. X; e una variabile aleatoria continua con densita p,. (Lo stesso vale per den-

sita marginali a pin variabili da definire in un senso opportuno.)
2. X e indipendente se e solo se la funzione
(X1, Xm) = pr(xn) - p(X)

e una densita per X.
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DmosTrRAZIONE. Basta verificare alla lettera le definizioni. m

Fra tutte le affermazioni che valgono con piccole modifiche o proprio senza cambiare una virgo-
la, un’eccezione drammatica ¢ la Proposizione E271. Non ¢ piu valido che ogni funzione di un
vettore aleatorio continuo con densita sia una variabile aleatoria continua con densita. Per prima
cosa, per una funzione qualsiasi ¢: R”™ — R non ¢ neanche detto che la funzione Z := ¢ o X sia

una variabile aleatoria.

5.3.5 Nota matematica.

Per le variabili aleatorie su spazi di probabilita, la teoria della misura ci dice che ¢ deve
essere misurabile, ossia, per ogni B € H la controimmagine ¢~ (B) deve essere un’evento
della o—algebra generata da ™. A noi, invece, servirebbe che ¢~ !(B) sia un elemento
della famiglia piu piccola 8”. Una buona volta le nostre condizioni sono piu ristrette che
quelle della teoria generale. Se dovessimo essere costretti a considerare solo queste variabili
aleatorie, allora questo si che significherebbe una limitazione severa.

Fine della nota.

Per fortuna, abbiamo altri metodi a disposizione per rimediare. Per prima cosa osserviamo che
un integrale della forma come nel Teorema puo essere calcolato per sottoinsiemi ben piu

generali che i soli elementi di B™.

5.3.6 Teorema. Sia p: R™ — R, una funzione integrabile tale che me p(x)dx = 1.

Allora vale:

1. Lafamlglla Bp - {B - Rm: XB p b “integrabﬂe”}

e un’algebra booleana su R™ (contenente B").

2. La funzione P,: 8, — R definita come

P,(B) := pr(x)dx

e una probabilita booleana (estendo Py se p e densita di X).

5.3.7 Nota matematica.

Il termine “integrabile”, e quindi anche la definizione di 8, dipende dalla teoria d’integra-
zione a nostra disposizione. Perd in qualsiasi teoria d’integrazione la somma ed il prodotto
di funzioni integrabili sono integrabili. Questo vale soprattutto per xz~p = X3 * Xp € Per
xgt = 1 — xp visto che le funzioni costanti sono integrabili. Con cio, B, ¢ un’algebra
booleana. Che P, definisca una probabilita booleana, segue come sempre.

Fine della nota.
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5.3.8 Definizione. Diciamo che (Q, A, P) ¢ completo rispetto al vettore aleatorio continuo X

con densita p se “X € B’€ Aperogni B € B,

5.3.9 Nota matematica.

Si puo dimostrare che ogni Q possiede un completamento rispetto a p passando semplice-
mente da A a B(A,{“X € B”: B € B,}). Data una famiglia di vettori aleatori con densita,
si puo addirittura aumentare (A in tal modo che sia completa rispetto ad ogni densita dei
vettori della famiglia. La dimostrazione dipende moltissimo dall teoria d’integrazione e dal
fatto che la legge di un vettore aleatorio continuo con densita &, effettivamente, o—additiva.

Un modo efficiente di ottenere uno spazio di probabilita booleano completo rispeto ad
X, che evita tutti i problemi, ¢ sostituire A con I’agebra booleana X‘I(Bp) che contiene
tutti gli eventi “X € B” per B € 8B,,.

Fine della nota.

5.3.10 Teorema. Sia X = (Xy,..., X,,) un vettore aleatorio continuo con densita p
sullo spazio di probabilita booleano (Q, A, P), e sia ¢: R™ — R una funzione tale
che ¢™'(I) € B, per ogni I € H. In altre parole, sia ¢ & una variabile aleatoria su
(R, B,, P,). Allora

Ep = f @(x) - p(x) dx,
esistenza reciproca inclusa.

Sia, inoltre, Q) completo rispetto a p. Allora Z = ¢ o X é una variabile aleatoria con

l’attesa BEZ = Ee.

5.3.11 Definizione. Sia X = (Xi,...,X,,) un vettore aleatorio continuo con densita p sullo
spazio di probabilita booleano (€2, A, P). Chiameremo ¢: R” — R ammissibile rispetto a p se
¢ una variabile aleatoria su (R,,, 8,, P,). Chiameremo una funzione Z: Q — R una variabile
aleatoria ammissibile rispetto ad X se esiste una funzione ¢: R” — R ammissibile rispetto a p
taleche Z = p o X.

Chiameremo una funzione Z = (Zi,...,Z): Q — R* un vettore aleatorio ammissibile

rispetto ad X se ogni Z; & una variabile aleatoria ammissibile rispetto ad X.

Notiamo che qualsiasi teoria d’integrazione garantisce che I’insieme di tutte la variabili
aleatorie ammissibili rispetto ad X ¢ invariato sotto somma e prodotto di funzioni Q — R.
Con Z, anche |Z| & ammissibile. E facile vedere che per ogni funzione continua ¥: R — R
che possiede una partizione di R in un numero finito di intervalli 1,,, tale che tutte le restrizioni
Y | I, sono iniettive, con Z anche la funzione ¢ o Z ¢ una variabile aleatoria ammissibile. Si

puo anche dimostrare facilmente che ogni variabile aleatoria discreta ¢ ammissibile rispetto ad
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una variabile aleatoria X ~ unij ;;. Ovviamente rimane valida la Proposizione E372: Funzioni
di blocchi indipendenti di vettori indipendenti sono indipendenti.

Vediamo che adesso copriamo un’insieme (infatti, un’algebra) di variabili aleatorie abba-
stanza grande, che ci permette di lavorare senza preoccupazioni. Vediamo anche che, grazie al
Teorema B3 11, il calcolo di attese di variabili aleatorie Z come integrale non dipende dal modo

in cui abbiamo espresso Z come ¢ o X. Possiamo trasportare subito la definizione dei momenti.

5.3.12 Definizione. Sia Z una variabile aleatoria ammissibile rispetto ad X, e siaZ = ¢ o X una
sua realizzazione. Allora diciamo Z ha I’n—esimo momento finito, se E | X|" = f lo(0)|" p(x) dx <
oo, In tal caso esiste anche EX" = f @(x)" - p(x)dx e lo chiamiamo 1’n—esimo momento di Z.
Come sempre, il primo momento EX lo chiamiamo I’aftesa di X e definiamo la varianza come
VX = E(X - EX).

Senza modifiche rimangono validi:

1. I Corollari B45 e BE44 con le regole del calcolo.
2. La Proposizione BEZ] ed il suo Corollario EZR.
3. Le Proposizioni B3 e B33 sui momenti.

4. Irisultati sulla varianza dell’Osservazione B33 fra I’altro la formula VX = EX? — (EX)?,
il Corollario B3 6 e, soprattutto, la disuguaglianza di Cebicev E37R.

5. La definizione di covarianza con il Corollario B30 con la conseguenza fondamentale,
la legge dei grandi numeri E5T3.

5.4 Lalegge normale ed il teorema limite centrale

Come abbiamo ottenuto la legge di Poisson dalla legge binomiale tramite 1’approssimazione
di Poisson, otterremo la legge normale tramite un’altra approssimazione della legge binomiale.
I’approssimazione di De Moivre e Laplace. La legge normale N, > di parametri y € R, > 0
¢ una legge continua che ha la densita

1 _ (=)?
e 202 .

n,2(x) = >
o

In particolare, la legge Ny ; si chiama la legge normale standardizzata. Tralasciamo per il mo-

2 . i . TR
mento la dimostrazione che ng;(x) = \/Lz—ﬂe‘7 sia la densita di una probabilita su 8 c P(R).



5.4. Lalegge normale ed il teorema limite centrale 111

Pero, tenendolo per scontato, dalla Proposizione B276 si evince che se X ~ Ny; ¢ una varia-
bile aleatoria normale standardizzata, allora cX + u ~ N, 2. Grazie a risultati come quello
dell’Esercizio B2TA, basta studiare la legge normal standardizzata N ;.

Per ogni n € Ny, la funzione x”e*% ¢ limitata. (Infatti, per induzione dalla regola di L’ Hospi-
tal segue che il limite per x — +oo & addirittura 0.) Visto che x”*ze‘% ¢ limitata, diciamo da
una costante C > 0, ne segue che x”e‘% ¢ limitata da )% . La maggiorante x% ¢ integrabile a +oo,
quindi la legge normale possiede momenti di ogni ordine 7.

I momenti dispari di X ~ Ny, in particolare I’attesa, sono facile da calcolare, visto che la
densita ¢ simmetrica: ny,(—x) = no(x). Infatti, per qualsiasi funzione integrabile f antisimme-

trica, ciog, f(—x) = —f(x), vale

0 00
f fx)dx = f f(x)dx + f F(x)dx
—00 0

0 00 o
= —f f(—x)dx+f0 fx)dx = fo (f(=x) + f(x))dx = 0,

quindi EX*"~! = [ x*"!ng,(x) dx = 0. In particolare, EX = 0.
2

. . . R ~ . N .
La normalizzazione L\E della funzione e~ = non ¢ troppo facile da calcolare. (Non € possi-
/8

bile con i mezzi del calcolo di una variabile reale.) Ma una volta nota (come supponiamo noi),
un trucco simile a quello che abbiamo usato per la legge esponenziale (o anche con la funzione
generatrice di Laplace) ci permette di calcolare anche gli altri momenti pari EX?". Infatti, per

a > 0 calcoliamo

() = fe_”irzdx— fe_”fd(\/&x)—ife_y;d —ﬁ
s ) N T Ve

(Y)Cz .
’n—esima derivata di g, da una parte ci da (_12)n f x*e~"> dx. Dall’altra parte ci da

d'g  2n-1 1

dx" ) ) a,znzﬂ.

g

Quindi, mettendo a = 1, troviamo

21 dg
\2r dx"

In particolare, VX = EX? — (EX)? = 1 — 0? = 1. Applicando il risultato dell’Esercizio E218,
ne segue la legge normale N, > ha attesa B(ocX +u) =EX +u = pe V(o X +p) = 0?VX = 0.

EX™" =

1) =Q2n=-1)-... 1.

La funzione di ripartizione della legge normale standardizzata N, ; si chiamal a funzione di

Gauf} dell’errore ¢ va annotata con

1 TP
O(x) := —f e 2,dy.
V27T —00
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Non ¢ fra le funzione che conosciamo. I valori ®(x) si trovano in tabelle. (Tipicamente, per x
fra 0 e 3 in passi da un centesimo. Per x >, il valore ®(x) ¢ gia piu grande di 0, 99 e le variazioni
che ci sono ancora, servono proprio solo nelle applicazioni numeriche piu sofisticate. Grazie
alla simmetria di no;(x), i valori di @ per argomenti negativi possono essere calcolate come
O(—x) = PX < —x)=PX =>2x)=1-PX < x) =1-®(x) da quelli positivi.) Oggi, la
funzione di GauB} ¢ dispopnibili con software come SPSS o Matematica.

L’approssimazione locale di De Moivre-Laplace locale permette di approssimare B, ,(k) con
’aiuto della legge normale uniformenente se k ¢ in un certo intervallo (che dipende da n). Va
usata per dimostrare 1’approssimazione globale, che ¢ nient’altro che un caso particolare del

teorema limite centrale che discuteremo dopo.

5.4.1 Teorema. (Approssimazione locale di De Moivre-Laplace.) Siano p € (0, 1),
q=1-pex,k)= 00 - Allora per ogni e > 0,A > 0 esiste un N tale che

N
'WBnp(k) 1‘ <

()2

perognin > N e ogni k tale che |x, (k)| < A, cioé k € [np — \npgA , np + \npqA].

(Approssimazione globale di De Moivre-Laplace.) Sia X, ~ X, ~ ... ~ By, una
successione di variabili aleatori indipendenti di legge bernoulliana B, ,. In altre
parole, sia S, = X; + ...+ X, ~ B, ,. Poniamo S, = S\'}%{;’ (cosicché ES;, =0 e
VS =1). Allora

lim P(S;, € [a,b]) = O(b) — D(a)

(uniformemente) per ogni a < b.

L’idea dell’approssimazione della somma di una successione di variabili indipendenti con attesa
0 (percio centrali) e varianza 1 normalizzata in modo opportuno con la legge normale (come
per le variabili bernoulliane nel paragrafo precedente) funziona in piena generalita. “Normaliz-
zata in modo opportuno” significa tale che il risultato ¢ non banale. Se normalizziamo con i,

la legge dei grandi numeri ci dice che la convergenza ¢ verso la costante 0. Se non normaliz—

2 \
\/ﬁ.
(Una dimostrazione che consiste solo nel “contare” sotto 1’ipotesi che esistano tutti i momenti,

ziamo la varianza n diventa sempre piu grande, quindi non converge. La scelta “giusta” ¢

motivata dalla probabilita quantistica, ci farebbe vedere anche il perché.)

5.4.2 Teorema. (Teorema limite centrale.) Sia X; ~ X, ~ ... una successione di

variabili aleatori indipendenti della stessa legge con EX; = 0 e VX; = 1. Allora

lim P(’“—f"" € [a, b]) = O(b) — D(a)

n—oo

per ogni a < b.
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L’importanza del teorema limite centrale consiste nel fatto che spesso un fenomeno aleatorio
puo essere considerato il risultato di molti effetti piccoli indipendenti. Percid possiamo suppor-
re che, approssimativamente, il fenomeno ha una legge normale. Un modello matematico di
un’evoluzione di tali fenomeni ¢ il moto browniano.

La dimostrazione del teorema limite centrale si serve della funzione caratteristica. Mentre
la funzione generatrice ¢ riservata alle variabili a valori in Ny, che sono discrete, la funzione
caratteristica di una probabilita ¢ un metodo generale. Per le variabili con densita si tratta della

trasformata di Fourier. Non ¢ neanche difficile di dimostrare che le funzioni caratteristiche

Xi+..+X,
Vn

delle somme convergono verso la funzione caratterstica della legge normale N(0, 1). La
dimostrazione che questo basti per la convergenza delle probabilite su gli intervalli (convergenza
in legge) richiede, pero, una bella porzione di conoscenze dell’analisi che noi non abbiamo.
Un’altro metodo di dimostrazione, nell caso che tutte le X; posseggano momenti di ogni
ordine, ¢ bastato sulla convergenza dei momenti. Di nuovo, non ¢ difficile, benché fastidioso, di
dimostrare tale convergenza, ma la dimostrazione che questi basti per convergenza in legge va

oltre le nostre possibilita.

5.5 Convoluzioni ed altri altri esempi con densita

Il prossimo esempio discute un impostazione tipica di problemi intorno a leggi continue con
densita. Determinare la costante € un compito importante. Se, poi, derviamo nuove densita da
quelli che conosciamo (per esemprio tramite convoulzioni), dove sapiamo che il risultato ¢ per

forza una densita, questo ci fornisce molte formule fra diverse costanti di normalizzazione.

5.5.1 Esempio. Sia

x 0<x<1,
flx) =

0 altrimenti.

La costante ¢ la dobbiamo scegliere tale che P(R) con la densita p = cf diventi 1. Calcoliamo

1 2 2 2
X1l 1--0 c
c | f(x)dx = cf xdx = cl=| = ¢ = 2
f 0 [2]0 2 2

di cui segue ¢ = 2. Per I’attesa troviamo

: oL 12-0> 2
EX = fxp(x)dx - 2f Pdx = 22| =2 S
0
Per il secondo momento troviamo

1 4 1 13_03 1
EX? = fxzp(x)dx = 2f Ldx = 2[x—] =2 = .
0
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La varianza risulta

1 4 9-38 1
X =EX*-(EX)’ = --= = — = —.
v EX) 2 9 18 18
5.5.2 Convoluzione di densita. Siano X e Y variabili aleatorie indipendenti continue con den-

sita p e g. Ci possiamo chiedere della legge della variabile Z = X + Y.

Proposizione. Z ¢ una variabile continua con densita data come prodotto di convoluzione

p*q@) = fp(u)q(z —u)du.

DmostrAZIONE. Ricordiamoci che, grazie all’indipendenza una possibile densita del vettore
aleatorio continuo (X, Y) ¢ (x,y) — p(x)q(y). La probabilita che Z assuma un valore in [a, ] ¢,

quindi, data da

P(Z € [a,b]) = f dx f AY Xiop (X + Yp()q(y) = f dx f dz X1, ,1(2)P(x)q(z — x)

b b
= fdxf dz p(x)q(z —x) = f dedxp(x)CJ(Z—x)-

Questo identifica z — f dx p(x)q(z — x) come possibile densita di Z. m

Questa proposizione include I’affermazione la convoluzione p * g di due densita ¢ una den-
sita. Dal fattoche Z = X + Y = Y + X segue anche p * g = g * p. (Esercizio: Verificarlo

direttamente dalla definizione.)

5.5.3 Legge gamma ', , di parametri 4 > 0,7 > 0. Siano X ~ Y ~ exp, variabili aleatorie
indipendenti. AlloralaleggediZ=X+Y ¢

| "z
expyx expa(z) = f exp(u) - expa(z —u)du = f e - Qe du
0

"z
= e f du = A*ze™",
0

dove z > 0. (Questo spiega i limiti dell’integrale nel passo é.) Quindi, modulo la costante di

normalizzazione, ¢ la prima potenza di z per la funzione esponenziale e,

Anche se X ~ Ny, secondo I’Esercizio 829, troviamo per la densita di ¥ = X?

72
no,1(Vy) + no1 (= vy) 26_% |
—> -_—

= yZezy

2y 2V2ry N2
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per y > 0, una potenza di y per una funzione esponenziale module la costante di normalizzazio-
ne.

Questo ci motiva di studiare tutte leggi con delle densita proporzionali ad una delle fun-

"1~ epr x > 0. Perché x’~! e non x"? Va bene, una delle ragioni & che tutto vada

zioni x
bene per r > 0, e tale scelta, X1, 1o so soddisfa. Un’altra ragione, come vediamo sotto, ¢
I’ottimo comportamento del parametro sotto convoluzioni. Il parametro A, chiaramente, deve
essere strettamente piu grande di O se la funzione deve essere integrabile. Definiamo come la
legge gamma T, di parametri A > 0, r > 0 la legge con densita
A -1 ,-Ax
Z=x""e x>0
1" —_— b
Yar(x) = {1 o
altrimenti.
Infatti, I’integrale su questa funzione esiste per ogni scelta di r > 0, e ['(r) bisogna determinarla
per ottenere la normalizzazione giusta. Dalla Proposizione B2, si nota subito che se X ~ I'y ,,

allora Y = % ~ T, € che, infatti, la costante

I'(r) := f x e dx
0

non dipende da A. Si tratta della famosa funzione gamma,da cui la legge gamma prende il nome,
e che provvede un’interpolazione del fattoriale. Infatti, ¢ un esercizio in integrazione per parti

di dimostrare (farlo!) che
I'(r+1) = rI'(r),

di cui si evinca in particolare che n! = I'(n + 1).

Siano X ~I';, e Y ~ I'| ; indipendenti. AlloralaleggediZ =X +Y e

1 1 R 1 (o) e fl -1 —1
r s2) = == == e (z—u)’ Ydu = ———— g —-z) 7 zd
P 71442 I'(r) lﬂ(S)\fo woe T emue ! L(Nr(s) Jo (@) e m ) zdy

Zr+s—le,—z 1 ) 4 B(I" S) L
- - r 1= ldy = NPT sl z,
ot Jo 4T P ror®

dove abbiamo definito la funzione beta B(r, s) := fol v""'(1 —v)*~! dv per ogni r, s, > 0. Vediamo

che y;, * v, € proporzionale a y, ,,;. Da questo si evincono due conseguenze. La prima: Visto

che vy, * y1 s € una densita non pue fare a meno di essere proprio uguale a vy, ,,,. La seconda:

B(r,s) _ 1
T(NC(s) — T(r+s)

Per forza la costante di normalizzazione deve soddisfare o)

L(NI(s)

B(r,s) = m,
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una formula difficilmente intuibile. Lasciamo come esercizio(!), di usare il risultato y; , *y; s =
Y1.r+s € la Proposizione B226 per dimostrare y, , * y15 = Ya,r+s per ogni 4 > 0.

Una formula altrettano bella, perd un po’ difficile da dimostrare, € Ny, o2 * N, 2 = N,jy 52412
Nell’Esercizio B8 abbiamo visto che le leggi di Poisson sono un’esempio di una familgia di

leggi discreti che si compoirtano bene sotto somma di variabili indipendenti.

5.5.4 Legge beta B, ; di parametri r, s > 0. Per definizione della funzione beta, la funzione

B = X A= xe (0,1,
’ 0 altrimenti,

¢ la densita di una probabilita che chiamiamo la legge beta di parametri r, s > 0. Ne torniamo

in un attimo.

5.5.5 Legge del y>. Una delle ragioni di introdurre le leggi gamma, era la convoluzione di due
leggi esponenziali. Infatti, le leggi gamma includono la legge esponenziale come exp, = I';;.

Quindi troviamo exp, * ... * exp, = I, confermando il cso n = 2 che avevamo gia calcolato.

n fattori
Abbiamo anche visto che se X ~ Ny, allora X2 ~ Y1 = 2, che si chiama anche la legge

del y*. Ne segue che, se X; ~ ... ~ X, ~ Ny, sono indipendenti allora troviamo Xf + ...+
X2 ~T 1y = x2. Chiamiamo x? la legge del x* di n gradi di liberta. Le leggi del y? fanno

importantissima apparizione nel seguente teorema.

5.5.6 Teorema. (Student alias W.S. Gosset.) Siano X; ~ ... ~ X,, ~ N, ,» indipendenti. Ponia-

a2 a2
mo M = % e V¢ = QM) et XmM)” - A pppg

n—1

1. M e V* sono indipendenti.

n=lys 2
2. M~NM’L2 e SVi~x._

n

3 VM=)

Nz t,—1 dove la legge di Student t, su R ha la densita

1
B, 2 va(l +£)F

Questo teorema ¢ cruciale nella statistica per la costruzione di intervalli di fiducia.

Ta(x) =

5.5.7 Calcolo di momenti per densita con il fattore x". Siano X, distribuite secondo delle
densita p,(x) = c¢,x"f(x), dove f ¢ una funzione integrabile R — R, e ¢, sono costanti di
normalizzazione. Quindi,

Cn

xpn(x) = c,,x”“f(x) = pn+1(x)’

n+1
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di cui

B = [ in@de = 2 [ Wy = B,

n+1
Di conseguenza

c C c Cn+m— C
m n m—1 _ _ n n+1 n+m—1 _ n
EX" = EX"! = ... = : EX’ == ,

Cn+l Cn+l  Cny2 Chn+m Chn+m

2
in particolare, EX, = -~ EX; = -, quindi, VX, = - — 5
n+1 n+2 n+2 Cn+l
/lr+n
T(r+n)”
_1
B(r+n,s) "

Le leggi gamma X,, ~ I'y,., sono di questo tipo, con f(x) = e ™ (x>0)ec, = Lo
stesso vale per le leggi beta X,, ~ B4, con f(x) = xr—1(1-x"'0<x<1)ec, =

Giocando un po’ con le ricursioni

B(r+1, I'(r+ 1) I'(r+
T+ 1) = T(), v+l T+ DI Tty - r
B(r, s) I'r+s+1) I'(NI(s) r+s
troviamo 1 seguenti risultati:
El,, = =, VI, = —, EB, = — VB,, = =
Ar = T " r+s T+ s2r+s+ 1)

Lasciamo i dettagli come esercizio!

5.5.8 Esempio. Abbiamo gia discusso la distribuzione uniforme su un intervallo finito. In ge-
nere, se A ¢ un sottoinsieme di R tale che I’indicatrice y, ¢ integrabile, allora possiamo definire

la distribuzione uniforme uni, su A come probabilita su B con densita

XA(X)
[ x,(p)dy

unip(x) =

Allora se B C A, troviamo che P(e|B) ~ unip.

5.5.9 Esercizio. Calcolare unij, 1} * unij_1,0). Quali sono attesa e varianza di una variabile
con questa densita?

5.5.10 Tempo d’attesa in una coda: La legge esponenziale a la legge di Poisson. La va-
riabile aleatoria X che indica il tempo necessario a servire un cliente ad uno sportello (banca,
poste, cassa del supermercato ...), sia distribuito secondo la legge esponenziale di parametro
A. (Oppure, possiamo considerare il tempo di funzionamento di una lampadina che, quando si
rompe, va sostituito con la prossima. Oppure, possiamo considerare il tempo di decadenza di
un atomo radioattivo.) Per # > 0, ci interessa la variabile aleatoria Y; che indica quanti clienti

vanno serviti nel periodo di tempo [0, 7]. (Oppure, vogliamo sapere, quante lampadine servono
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nell’intervallo [0, 1] per tenere in funzione I’illuminazione. Oppure, ci chiediamo quanti atomi
decadono nell’intervallo [0, ¢])

Sia X, la variabile aleatoria che indica il tempo che passa fra inizio e termine del servi-
zio all’n—esimo cliente (oppure, il tempo che passa fra I’istallazione dell’n—esima lampadina
fino alla sua rottura, oppure, il tempo che passa fra la decadenza dell’n—esimo atomo e quella
dell’(n + 1)—-esimo). L’evento “Y, = k” che nel periodo [0, ¢] vanno serviti esattamente k clienti
(oppure, ecc.), significa che la somma Z; := X; + ... + X; dei tempi Xi, ..., X; consumati dai
primi k clienti, non deve superare ¢ (altrimenti, il numero dei clienti serviti sarebbe piu piccolo
di k), mentre quello Z;,; = Z;+ X, consumato dai primi k+ 1 clienti deve superare ¢ (altrimenti,

sarebbero stati serviti almeno k + 1 clienti). Ci interessa, quindi, la probabilita dell’evento
Zry <t < Zip+ X

Notiamo che il tempo X,;; che passa dal momento Z, fino al momento Z,,; ¢ indipendente
dal valore attuale di Z,. Ne seguono due conclusioni. La prima: Z; ¢ la somma di k variabili
esponenziali di parametro A e, quindi, Z; ~ y,x. La seconda: La legge congiunta di Z; e X, ¢

P(zk, X) = yau(ze) - expa(x). Troviamo, quindi,

f %]
PY,=k) = P <t < Zi + Xpr1) = f dzy f dxya(zi) - expa(x)
0 —Zk

= f’ iz /l_k Al f‘” dx le=™ = /l—" ff deZk_l o o= A=2)
o L™ a k-1 J, %

/lke—/lt ! /lke—/lt tk (/U)ke—/lt
= d k-1 = —— — = ———— = Poi, (k).
(k- 1)![0 W T oDk k! ota(k)



Appendice A

Alcuni rinfrescamenti

In questo appendice ripetiamo alcuni risultati noti dai corsi di Matematica I e II. L’ Appendice
A7 si occupa dei risultati basilari del calcolo combinatorio. Ci servono durante il testo per
determinare il numero di elementi di eventi. Dopo aver ricordato le proprieta basilari dei limiti
nell’ Appendice B, I’ Appendice A3 si occupa dei risultati basilari sulle serie assolutamente
convergenti. Ci servono per poter probabilizzare gli spazi di probabilita discreti e per calcolare
delle attese di variabili aleatorie discrete. Soprattutto ¢ importante che le sommatorie (o serie)
che calcoliamo non dipendono dal modo in cui lo facciamo.

Per tutte e due le appendici ¢ indispensabile avere presente delle idee chiarissime su che
cosa sia una funzione biettiva, ossia, equivalentemente, una funzione invertibile. Non possiamo
ripetere anche questo. Riferiamo il lettore che si sente (ancora!) insicuro di questo concetto sine
qua non, ai corsi di Matematica I e II; si vedano le dispense [Skeld] del corso di algebra.

Alla base della matematica c’¢ 1’idea di contare degli oggetti. 1l risultato sono gli assiomi di

Peano dei numeri naturali; si veda [Ske(d]]. Un proverbio, non solo fra matematici, dice:
I numeri naturali vengono da Dio; tutto il resto é opera umana.

L’esistenza dei numeri naturali costituisce 1’assioma fondamentale della matematica. Stret-
tamente collegato con la definizione dei numeri naturali € la tecnica della dimostrazione per
induzione, che supponiamo nota; si veda [SkeOd)]. Questa tecnica fa apparizione in quasi tutte
le dimostrazioni del calcolo combinatorio, ed in tante altre dimostrazioni di queste dispense.
Contare il numero di oggetti, significa determinare la cardinalita #Q dell’insieme Q che li
contiene. La cardinalita, invece, ¢ una nozione della matematica ben precisa, che non discutiamo
in piena generalita; si veda nuovamente [SkeOd4l]. A noi, del concetto generale di cardinalita, ci

interessano i seguenti fatti:

1. L’insieme vuoto ha la cardinalita #0 = O.

119
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2. Un insieme Q ha la cardinalita #Q = n € N (oppure, I'insieme € ha n elementi), se esiste
una biezione f: {1,...,n} — Q. Un insieme Q ¢ finito, se #Q2 = n per un n € N. Se Q

non ¢ finito, allora ¢ infinito.

Per la definizione del segmento {1,...,n} := {k € N: 1 < k < n} usando I’ordinamento di
N, ci riferiamo a [Ske(d4].

Con la notazione Q = {wy,...,w,} per un insieme di cardinalita #Q = n intendiamo,
che abbiamo scelta una biezione f: {1,...,n} — Q e abbiamo elencato gli elementi di Q
come wy = f(k) (k=1,...,n).

3. Un insieme Q ha la cardinalita #Q = N, (cioe, aleph zero), se esiste una biezione f: N —
Q. In particolare, #N = N, (perché?). Un insieme Q & numerabile, se #Q) = n per un

n € N o se #Q = Ny. Se Q non ¢ numerabile, scriviamo #Q > K.

Con la notazione Q = {w;, w,,...} per un insieme numerabile infinito intendiamo, che

abbiamo scelta una biezione f: N — Q e abbiamo elencato gli elementi di Q come
wi = flk) (k=1,2,...).

Attenzione: Alcuni autori escludono il caso degli insiemi finiti, quindi, per loro un

insieme & numerabile, solo se ha la cardinalita 8. Noi non adottiamo questo punto

di vista.

Per quanto riguarda la cardinalita, un insieme con cardinalita n vale 1’altro. (Se #Q = n = #Q'
alloro esistono biezioni f: {1,...,n} —» Qe f": {1,...,n} = €. Quindi f’ o f~! & una biezione
da Q su Q’.) Quindi, se ci interessano solo questioni di cardinalita e se Q2 ha la cardinalita

#Q = n, allora possiamo supporre anche subito che Q = {1, ..., n}.

A.1 Elementi del calcolo combinatorio

In parole povere, il calcolo combinatorio tratta il problema di determinare la cardinalita di
insiemi finiti. I problemi, quasi sempre, si possono interpretare come trovare un numero di
possibilita eseguire delle scelte seguendo certe regole. Per esempio il prodotto cartesiano (o

semplicemente prodotto) di due insiemi A e B ¢ definito come
AXB := {(a,b): a€ A,b e B}.

Evidentemente ad ogni scelta di un elemento a di A ed un elemento di b corrisponde esattamente

una coppia (a, b). Allora il numero di elementi di A X B ¢ il numero di possibilita di scegliere
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un elemento di A ed un elemento di B. Piu generalmente, gli elementi (a4, ..., ay) del prodotto

cartesiano (o semplicemente prodotto)

M
X A = Arx... XAy = ((@n,....an): a1 €Ay,...ay € Ay)
m=1

corrispondono esattamente alle possibili scelte di esattamente un elemento a,, di ogni insieme
A, (m=1,...,M).

A.1.1 Proposizione. Se A e B sono insiemi con cardinalita #A = n e #B = m allora la
cardinalita del prodotto A X B é #(A X B) = nm.

Intuitivamente, se organizziamo gli elementi di A X B in uno schema rettangolare (cio¢, una
tabella), I’affermazione ¢ quasi immediata. Questo ragionamento, anche se molto utile per tro-
vare la soluzione, non ¢ ancora una dimostrazione a tutti gli effetti. Come minimo bisognerebbe,
che indicassimo una funzione biettiva da {1,2,...,nm — 1,nm} su{l,...,n} X {1,...,m}. Tale

funzione potrebbe essere definita come
flk) = (Ek), k — E(kym)

dove {(k) ¢ tale che £(k)m < k < {(k)ym. Non ¢ proprio facilissimo (richiede basi della teoria
della divisibilita), convincersi che tale funzione sia biettiva.

Prepariamo la dimostrazione con un lemma altrettanto chiaro all’intuito.

A.1.2 Lemma. Siano X e Y insiemi finiti disgiunti. Allora vale # X U Y) = #X + #Y.

DimvostrAZIONE. Siano f: {1,...,n} - Xeg: {l1,...,m} — Y biezioni. Allora anche la funzio-
neh: {1,...,n+m} — X UY definita come
k k < n,
o = 170
glkk—n) k>n,

¢ un biezione. (Esercizio: Verificarlo!). m

DimMosTRAZIONE DELLA Proposizione ATl  Procediamo con I’induzione per il numero 7 di ele-
menti di A. Se A € vuoto, cioe se n = 0, allora anche A X B ‘vuoto e, quindi, nm = 0 = #(A X B).
Per la conclusione n = n+ 1 supponiamo che 1’affermazione valga per #4 = n. Sia A un insieme
con#A = n + 1. Scegliamo un a € Ae poniamo A := X\{a}. Poiché A e {a} sono disgiunti e

AU{a} = X, il lemma ci dice che #A + #{a} = n + 1, oppure #A = n. Poi

AxB = (AU{a)xB = AxB)U({a}xB) e (AxB)N{alxB) = 0.
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(Esercizio: Verificarlo!) Dal lemma segue che
#AXB) = #AXB)+#({la}xB) = nm+m = (n+ Dm.

Quindi, se I’affermazione vale per n = 0, e se vale per n, vale anche per n + 1. Con questo

concludiamo la dimostrazione per induzione. m
A.1.3 Corollario. #A; X...XAy) = #A ... -#Ay.
DimvosTtrAZIONE. Abbiamo

HA; X ... xXAy) = #H(A1 X ... XAy 1) XAy) = #A; X... XAy ) -#Ay
:#(Alx...XAM_z)'#AM_l'#AM: = #A,-...-#Ay. m

A.1.4 Nota. Anche qui, formalmente ci servirebbe un’induzione. La dimostrazione per indu-
zione 1’abbiamo indicata con i punti “...”. L’abbiamo fatto molte volte nelle dimostrazioni dei
Capitoli 1-5. Ossia, ovunque appaiano i punti “...” per indicare una successione di equazioni
(o conclusioni), il lettore, se vuole una dimostrazione completa, si dovrebbe sentire invitato a
mettere in pratica una dimostrazione per induzione.

Il matematico pignolo potrebbe anche protestare perché non abbiamo dimostrato che la car-
dinalita dei due insiemi A X...XAy e (A} X...XAy_1)XAy siano uguali. (Infatti, per definizione
gli insiemi sono diversi. Pero (ay, ...,ay_1,ay) — ((ay,...,ay-1), ay), ovviamente, definisce
una biezione.)

D’ora in poi non ci occupiamo piu troppo di questi aspetti formali. Dal punto di vista intuiti-
vo i punti “...” sono piu che sufficienti. Chi non crede la conclusione ¢ sempre libero a riempire

1 buchi nelle dimostrazioni.

Torniamo ai prodotti cartesiani. Finora gli insiemi A e B (0 Ay,...,Ay) erano diversi.
La coppia (a,b) non pud essere confusa in nessun modo con la coppia (b,a) (che fa parte
dell’insieme B X A). Ci dovremo ricordare di questo fatto, quando ci capita il caso B = A.
Gli elementi (a;, a,) del prodotto cartesiano A X A, anche se a; e a, tutti e due sono dell’insieme
A, si “ricordano” da quale fattore sono venuti: Le coppie (a;, a,) sono ordinate e (a,,a;) =
(ap,ay) vale se e solo se a; = a,. Piu generale, gli elementi (ay,...,ay) € (by,...,by) di

AM = AXx...Xx A (M fattori) sono uguali se e solo se a,, = b, perognim =1,..., M.

A.1.5 Corollario. #AF) = #AFHEA = ... = (HAK
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Possiamo interpretare A anche come I’insieme {f: {1,...,k} — A} di tutte le funzioni f da
{1,...,k} in A. Infatti, ad ogni k—upla (a,, ..., a;) corrisponde in modo biunivoco la funzione
f: € — a,. Per la cardinalita, la natura dell’insieme {1, .. ., k} con centra. Lo possiamo sostituire

con un insieme arbitrario € di cardinalita #Q = k. Quindi,
#f: Q- A) = #A™,

Un caso particolare ¢ A = {0, 1}, cosicché #A = 2. Le funzioni da Q in {0, 1} sono in corrispon-
denza biunivoca con 1 sottoinsiemi B di 2 come le loro funzioni indicatrici; si veda I’Esercizio
[CTT4. Allora P(Q) = {f: Q — {0, 1}} e, conseguentemente,

#P(Q) = 2%

Scambiamo un’ultima volta I’interpretazione della cardinalith #(A¥) = (#A)* di A, dicendo
¢ il numero di possibilita per scegliere k volte dall’insieme A = {1,...,n} con n elementi un
elemento, dove gli elementi a, si ricordano del numero ¢ del tentativo € in ogni tentativo ¢

disponibile I’intero insieme A.

A.1.6 Corollario. Il numero di possibilita di scegliere k volte da n oggetti, prendendo nota
k

dell’ordine con ripetizioni, e n".

La formulazione un po’ torturata c¢’indica che per il modo nel quale scegliere k volte sempre
dallo stesso insieme ci sono parecchie possibilita. La situazione del corollario descrive la situa-
zione dove prendiamo in considerazione I’ordine in cui i risultati escono uno dopo I’altro e dove,
dopo una scelta, prima della prossima 1’elemento scelto va reinserito nell’insieme (I’urna). Un
risultato si puo ripetere. Per questo, la situazione si descrive con “estrazione k di n (= #A) con
ripetizioni”. Ovviamente, ci siano anche estrazioni non ordinate e senza o con ripetizioni dei
quali ci occupiamo adesso.

Siano 0 < k < n numeri in Ny. Annotiamo con D} I'insieme di tutte le funzioni iniettive
da {1,...,k} in {1,...,n} (le disposizioni). In altre parole, scegliamo k volte da n individui
ricordandoci dell’ordine delle estrazioni (f € D] associa ad ogni ¢ € {1,...,k} I’elemento f({)
estratto nell’{—esimo tentativo) ma senza ripetizioni (altrimenti f non sarebbe iniettiva).

Ricordiamociche n! :=n-(n—1)-...-2-1 pern € Ne 0! = 1. (Definizione ricorsiva: 0! = 1
e (n+ 1)! = (n+ 1)n!; si veda [BkeOdl] per definizioni ricorsive.)

n!

A.1.7 Proposizione. #D)] = m =nn-1...n—k+1).
n—k)!
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DmosTrAZIONE. Intuitivamente abbiamo

#D; = npossibilita di scegliere il primo elemento
X (n— 1) possibilita di scegliere il secondo elemento
X . X

X (n—k+ 1) possibilita di scegliere il k—esimo elemento.

Adesso formalizziamo questo intuito. Per prima cosa il numero di iniezioni da un insieme A di
cardinalita #A = k in un insieme B di cardinalita #B = n ¢ sempre #Dj. (La natura concreta degli
insiemi {1,...,k} e {1,...,n} non centra proprio per questo conteggio.) La formula & giusta per
n = 0. (In questo anche k = 0. E ponendo in modo giusto la definizione del termine “funzione”,
c’¢ una sola funzione che associa ad ogni elemento dell’insieme vuoto un elemento dell’insieme

vuoto, e questa funzione ¢ iniettiva.) Supponiamo che la formula sia giusta per n (e, quindi, per

ogni k € {0,...,n}). Se k = 0, allora esiste una sola funzione da @ in {1,...,n + 1} e questa
funzione & iniettiva, quindi D' =1 = (rff‘rﬂ)ol)!. Se k > 1 possiamo decomporre D}*! come
n+l
ot = | Jirenit: ray = ¢
=1

come unione di insiemi due a due disgiunti. La cardinalita di ogni {f € DZ“: fk)y = €} e
sempre #D_,. (Si tratta del problema di determinare il numero di iniezioni da {1, ...,k — 1} in
{1,...,n+ 1}\{£}.) Allora

n+l1 n+l

#D = Y #feDt f)=0) = ) #D),
=1 t=1

n! B (n+1)!
mn-Gk-D+D!  ((n+D)—k+ D!

= (n+1)
Quindi, la formula vale anche pern + 1. m

A.1.8 Nota. In molti rispetti ¢ preferibile usare la formula n(n — 1)...(n — k + 1). Per prima
cosa, ¢ questa formula che esprime in modo immediato la deduzione che abbiamo fatto. Poi,

soprattutto se n ¢ grande e k piccolo, ¢ meno complessa da calcolare. (Sono solo k — 1 prodotti

n!

(n—k)!
della formula con i fattoriali ¢, che sono piu chiaramente definite se uno degli argomenti ¢ O.

da calcolare, mentre la formula ne richiede il 2n — k — 1 piu una divisione.) Un vantaggio

A.1.9 Corollario. Il numero dell’insieme S, delle permutazioni (cioe delle biezioni) dell’in-

. . . . . . . . IPRN N |
sieme {1, ...,n} (o di un qualsiasi insieme di cardinalita n) e D, = 6% =nl.
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Siano sempre 0 < k < n numeri in Ny. Annotiamo con C} I’insieme di tutti i sottoinsiemi §
di {1,...,n} che hanno la cardinalita #S = k (le combinazioni). In altre parole, scegliamo da n

individui k diversi (cioe senza ripetizioni) ma senza guardare 1’ordine.

#D, n! _.(n

A.1.10 Proposizione. #C; =

il oo k) (coefficiente binomiale).

A.1.11 Nota. Anche qui, soprattutto quando k ¢ piccolo, per i calcoli concreti ¢ sempre utile

ricordarsi della formula

n\ nmn-1)...n—k+1)
k| 1-2...-k '
Notiamo che i coeflicienti binomiali sono possiedono una certa simmetria:

="

Conviene anche ricordarsi sempre almeno di alcuni valori particolari:

R 1 P e R B R

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE. Intuitivamente, i k risultati li possiamo immaginare sem-

pre estratti uno dopo I’altro anche se alla fine ci dimentichiamo dell’ordine. In altre parole
ogni composizione si puo considerare il risultato di una disposizione, dove pero invece della
k—upla (f(1),..., f(k)) ci interessiamo solo dell’immagine f({1,...,k}) := {f(1),..., f(k)} di
{1,...,k} sotto f. (Poiché f ¢ iniettiva, la cardinalita di quest’immagine ¢ proprio £.) In altre pa-
role, della disposizione f ci interessa solo la sua classe d’equivalenza [f]. := {g € D}: g ~ f}
sotto la relazione d’equivalenza definita come f ~ g & f({1,...,k}) = g({1,...,k}); si veda
[Skedl] per relazioni e classi d’equivalenza. Quindi, C} ha la stessa cardinalita dell’insieme
quoziente D}/ ~ delle disposizioni rispetto alla relazione ~. Il numero di elementi in una clas-
se d’equivalenza [f]. € sempre #[f]. = #S, = k!, il numero di permutazioni degli risultati
f(),..., f(k) ottenuti. Quindi, #C} = #k—D!Z. Pero, non ¢ facile formalizzare quest’intuito. Ma
una volta capita la formula da dimostrare, possiamo procedere per induzione. (Si veda la nota
sotto.)

Per n = 0 siamo apposto. La formula valga, allora, per n. Se k = n + 1, allora c’¢ un solo

n+1

sottoinsieme di {1,...,n + 1} con n + 1 elementi. Quindi #Cl’jﬂ =1= (n+l

). Allora supponiamo

k < n+ 1, ossia k < n. Decomponiamo C}*' in
C' = (SeCt:Ssn+1JU{SeC: S 3n+1}
Per le cardinalita troviamo (perché?)

#OP = HS e P S an+ 1)+ #S € OIS B+ 1) = #CL, +#C],
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e usando I’ipotesi per n arriviamo a

! n!
# n+1 — # n # no _ n
C Gt T ¥ = DG D+ D! T K=k £ D)1
| k+n—k+1 n+1
= n! = .
K+ D) —k+ D! k

Quindi, la formula vale anche pern + 1. m

A.1.12 Nota. Dimostrazioni per induzione richiedono di conoscere gia il risultato da dimostra-
re. (Va usato nella conclusione n = n + 1.) Per questo sono preferibili dimostrazioni costruttive
dove il risultato va costruito durante la dimostrazione, cioe dove per proseguire con la dimostra-
zione non ¢ necessario di conoscere il risultato sin dall’inizio. Spesso succede, come in questa
dimostrazione, che un ragionamento ci permette di indovinare la soluzione, ma il ragionamento
¢ difficile da trasformare in una dimostrazione rigorosa. In questi casi, come adesso, una volta

individuato il risultato si puo procedere per induzione.

Durante la dimostrazione abbiamo anche dimostrato la seguente formula ricorsiva (esprime

i coeflicienti per n + 1 in termini dei coeflicienti per n) per i coefficienti binomiali.

A.1.13 Corollario. (n -]: 1) = (kf 1) + (Z) .

La formula puo essere illustrata graficamente nel cosiddetto triangolo di Pascal:
n=>0 (8) 1
n=1 () () 11
=2 (00 B
=3 0000 BENER
et (OOH0 46 4
n=5 ()0 GGG L5 10 10 5 1

n

; +1) = 0 alla sinistra rispettivamente alla destra

. . . o n)
Aggiungendo tacitamente 1 coefficienti (7 1) = (
di ogni riga, ogni coefliciente ¢ la somma degli due coeflicienti piu vicini della riga precedente.

Il Corollario fa anche apparizione naturale nella dimostrazione del seguente teorema, una

delle formule piu importanti, con tante applicazioni in quasi tutte le parti della matematica.

A.1.14 Formula del binomio. Per ogni coppia x e y di elementi di un campo (o un anello
commutativo unitario) e per ogni n € Ny vale
n o _ C n k. n—k
(x+y)" = Z(k)xy : (A.1.1)

k=0
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DiMOSTRAZIONE. Infatti, calcolando i primi esempi non banali, la formula binomiale (x + y)* =
Y+ 2xy + iy, e (x + y)* = y® + 3xy? + 3x%y + x3 ci potremmo insospettire della validita di una
tale formula generale. (Sicuramente, storicamente ¢ andato cosi.) Una volta avuto indovinata la
formula, bisogna dimostrarla per induzione.

Abbiamo (x + )’ =1=39 (g)x"yo‘k. Quindi, la formula vale per n = 0.

Allora ipotetizziamo che la formula valga per un certo n. Dobbiamo concludere, usando

quest’ipotesi, che la formula vale anche per n + 1. Calcoliamo

G+ L xrpa+y)” L (x+y) ; (’Z)x"y""‘

n

= X Z (Z)x"y”‘k + y kz; (Z)xky”_k

k=0

_ Zn:(’;)xkﬂyn—k n C (Z)xkyn—kﬂ
k=0 k=0

© il( n )xkyn—k+1 + i(”)xkyn—kﬂ
k=1 k=1 k=0 k

L Z (kﬁ 1)xkyn—k+l 410y (Z)xkyn—kﬂ
k=1
n+l | n+l n n n n—k+1
= +y" o+ + ]|
SR (S R/

k=1
n 1 n+1 1
@ g gt +Z(”‘]’; )xkyn—kﬂ _ Z(”Z )xky(ml)—kl

k=1

A.1.15 Nota matematica.

I singoli passi per la conclusione n = n + 1 della dimostrazione precedente si motivano
come segue. Bisogna pure iniziare da una parte dell’Equazione (BTT) per il caso n + 1
per poi, utilizzando I’ipotesi per n, trasformarla nell’altra parte. Normalmente ¢ opportuno
iniziare con quella pili semplice, in nostro caso con (x + y)"*!. Poi bisogna scrivere questa
parte in tal modo che faccia apparizione una parte dell’ipotesi, cio¢ dell’Equazione (A1)
per n. Questo lo facciamo nel Passo (a). Poi nel Passo (b) utilizziamo 1’ipotesi. I passi
seguenti fino a (¢) sono normali elaborazioni del risultato dopo (b). Ad un certo punto biso-
gna non dimenticare dove vogliamo arrivare, cio¢ a ZZ:(I) (”zl)xky(”“)‘k, ’altra parte della
(A1) per n+ 1. Lo shift dell’indice della prima sommatoria nel Passo (c) & proprio diretto

a questo scopo. Infine, nel Passo (d) stiamo proprio usando anche il Corollario BT T3.

Fine della nota.
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Adesso ci manca ancora il problema di scegliere k volte sempre da n individui (cioe con ripeti-
zioni) ma senza guardare I’ordine del risultato. Questo problema equivale la distribuzione di &

palline (tutte uguali) su n scomparti.

n — 1 pareti
! ! |
[ [
® e ®
O e | |oe
ee o o , |, |o®
n scomparti

Ossia, il problema di distribuire le k palline fra le n — 1 che risulta ad un totale di n + k — 1 posti

(da occupare o da una pallina o da una parete).

n— 1+ k posti

Quindi, il numero di tali scelte &

n+k-1 n+k-1

)0
Il tentativo di ridurre il problema al risultato noto delle estrazioni k volte di n (cio¢ con ripe-
tizioni) con riguardo dell’ordine con il numero n* di possibilitd, risulta difficile. Occorrerebbe
calcolare quante k—uple (ny, . .., n;) realizzino lo stesso risultato senza guardare 1’ordine, e que-
sto ¢ decisamente piu complicato. Soprattutto questo numero dipende dalla k—upla specifica.
Se la k—upla contiene £ numeri diversi, diciamo wy, ..., wy, € se sono hy,, ..., h,, le frequenze

relative di questi risultati (i numeri di apparizioni nella k—upla), allora ¢ noto che il numero delle

k—uple che realizzino gli stessi dati wy,...,wg e hy,,...,h,, ¢ il coefficiente multinomiale

(hw1+...+hw¢,

n! .
T s I, ) = m, (dove notiamo, che h,, + ...+ hy,, = n).

Raccogliamo il numero delle possibilita per 1 diversi tipi di scelte di k di/da n in una tabella.

k di/dan con ordine senza ordine
con ripetezioni n* ("+k_1) = (”ZI_‘_I)
n 1
. .. . n! _ _ n\ _ n! _ n(n=1)....n—k+1)
senza ripetizioni || 75 = nn-1)...n—k+1) (k) = Dol = D
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A.2 Richiami ai limiti di numeri reali

Sia R C R un sottoinsieme dei numeri reali. Sia a;, as, ... una successione di numeri di R.
Diciamo la successione converge in R verso il limite a € R, in formula

lima, = a,

n—oo

se per ogni € > 0 esiste un N, (ovviamente, dipendente da ), tale che
la, —al < & pertuttigli n > N,.

Tale limite ¢ unico. (Infatti, supponiamo che lim,_,., = @’ € R. Se a # a’, allora |a — a’| > 0.

Poniamo ¢ = '“g—“' e scegliamo un N,. Allora per n > N, varrebbe

la-d| = la—a)+(@-d)|l < la-a,|+la,—d] < gla—a'l-

L’unica soluzione di questa disuguaglianza per il numero nonnegativo |a — a’| ¢ 0, contraddice-
ndo I’ipotesi a # a’.)
Una successione ay, ay, . .. ¢ limitata, se esiste una costante M, tale che |a,| < M per ogni

n € N. Ogni successione convergente ¢ limitata. (Infatti, se scegliamo un N, opportuno, allora
la,| < la,—al+lal < &+ldal

per ogni n > N,. Quindi, M := max{e + |a|,a,,...,ay,—1} ¢ una costante utile.)
Non ripetiamo tutte le regole per il calcolo con i limit. Menzioniamo solo che somma a, + b,
e prodotto a,b, di successioni convergenti convergono verso la somma a + b e il prodotto ab dei
rispettivi limiti a = lim,,_,, a, € b = lim,_,, b,. Anche a, > b, = a > b ¢ un fatto rilevante.
Una successione convergente soddisfa il criterio di Cauchy, cio¢ per ogni £ > 0 esiste un
M., tale che

la, —a, < & vpertuttigl n > M,.

(Infatti, |a, — ay| < la, — al + la — a,|. Quindi, un M, opportuno ¢ M, = N:.)
Una successione che soddisfa il criterio di Cauchy la chiameremo successione di Cauchy.
Il campo R puo essere caratterizzato nel modo seguente: R ¢ I’unica estensione (come campo)

del campo dei numeri razionali Q, che soddisfa:

e R ¢ completo, cioe ogni successione di Cauchy ha un limite in R.

e Qedenso in R, cioe ogni numero di R ¢ il limite di una successione di numeri

razionali.
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In R il criterio di Cauchy equivale, quindi, la convergenza. Il vantaggio enorme del criterio di
Cauchy consiste nel fatto, che per applicarlo non occorre conoscere il limite della successione.

Il seguente esempio illustra la sua potenza.

A.2.1 Esempio. Una successione aj, ay, ... € monotona, se vale a,,; > a, per ognin € N o
se vale a,,; < a, per ogni n € N. Sappiamo gia che ogni successione convergente ¢ limitata.
Dimostriamo, usando il criterio di Cauchy, che una successione monotona e limitata ¢ conver-
gente.

Possiamo supporre che la successione aj, as, ... sia crescente. (Altrimenti, passiamo alla
successione —ap, —dy, . . ..) Supponiamo dai,d,, ... hon sia convergente. Allora non ¢ una suc-
cessione di Cauchy. Conseguentemente, esiste un £ > 0 e per ogni N esistono n,m > N con

a, — a, > €. Ne segue (per definizione ricorsiva!) I’esistenza di numeri naturali
m<n <mm<nim<n=<...

tali che a,, — a,, > € per ogni k € N. Allora la sottosuccessione

ank (ank - amk) + (amk - ank_l) + (ank_l - amk_l) + (amk_l - ank_z) +...+ (anl - aml) + aml

< e+0+e+0+...+e+a, = ke+ay k=1,2,...)

non ¢ limitata. A fortiori non lo ¢ I’intera successione.

Chiaramente se a, < M, allora vale anche a < M. Ne segue che la costante piu piccola che

limita una successione crescente ¢ proprio il suo limite.

A.2.2 Corollario. Sia a,,a,, ... una successione di numeri positivi. Allora

lim ay
n—oo

k=1

esiste, se e solo se esiste una costante M, tale che Y;_, ax < M per ogni n € N. Nel caso

affermativo, la costante piu piccola e il limite della serie.

DmvosTtrAZIONE. La successione b, := ) ;_; a; € monotona. m

A.3 Serie assolutamente convergenti

Piano piano, siamo passati dalle successioni alle serie, cioe alle successioni 1 cui elementi hanno

la forma b, := };_, a, dove a, sono gli elementi di un’altra successione. Diciamo la serie
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Yoy ay, € convergente al limite a se vale lim,,, >,;_; @; = a e scriviamo

(o)
Sa=a

n=1

Se il limite non esiste, diciamo la serie ), | a, ¢ divergente. Diciamo una serie ), a, ¢ asso-
lutamente convergente, se la serie ., |a,| ¢ convergente. Una serie che ¢ convergente ma non
assolutamente convergente, & condizionalmente(?) convergente.

Se >»", a, converge, allora lim,_,, a, = 0. (Infatti, secondo il criterio di Cauchy esiste per
ogni € > 0 un N, tale che |ZZ:m+l ak| < g per ogni n > m > N,. In particolare, pern = m + 1

troviamo |a, — 0| = |a,| = |ZZ:m+1 ak| < gperognin > N,.)

A.3.11l grande teorema sugli riordinamenti. Siano a,,a,,... e by, b,, ... successioni tali
che la,| < b, e che Y,," | b, converge. (In particolare, con b, = |a,| sia Y., , a, assolutamente

convergente.) Allora ;" | a, converge, e il limite ¢ indipendente da un qualsiasi riordinamento

della successione a;,a,, . ... Con cio intendiamo che
(o) (o8]
2@ = D am
n=1 n=1

per ogni biezione f: N — N.

DimosTtrAZIONE. Presentiamo una dimostrazione “classica” come si trova anche in testi di un pri-
mo semestre di analisi. Vorremmo, pero, far presente che il teorema ¢ incluso nel Lemma [C37R.
Speriamo che I’eleganza e semplice naturalezza (paragonata alla dimostrazione che segue) del
trattamento del Lemma 38 possa convincere il lettore, che le sommatorie )’ .q @, sono un
mezzo piu adeguato per lavorare efficacemente.

Per ogni € > 0 esiste un N, tale che

n

‘iak's D lad < ikaS

k=m+1 k=m+1 k=m+1

per ogni n > m > N,. Allora ) ", a, converge, diciamo ad un limite a.

Per ogni n definiamo con v(n) := max{f~'(1),..., f~!(n)} il numero minimo, tale che

fq1,...,v(m)}) o {1,...,n}

Allora la sommatoria Z;(Z"I) ay contiene, fra I’altro, anche gli addendi a4, .. ., a,. Se definiamo

con N(m) =: max{f(1l),..., f(m)} il numero minimo, tale che

{I,....,Nm)} > {f(1),..., f(m)},
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allora la sommatoria ZkNZ(’]") ay contiene, fra I’altro, anche gli addendi ay), . .., asm). Ne segue
per ogni m > v(n) che
m n N(m)
Saw-Sa < Y a
k=1 k=1 k=n+1

Pern > N z, questo termine € limitato da % Inoltre, esiste M s tale che |ZZ:1 a; — a| < % per ogni

nzM:. Poniamo K, := max{Ng, M;}. Allora

m m Kg Ks
‘Zaf(k) - a‘ < ’Z gy — Z ak' + 'Z ay — a| <e
k=1 k=1 k=1 k=1

perognim > v(K,). m

A.3.2 Nota. Il piccolo teorema sugli riordinamenti dice il seguente: Sia ), ,a, una serie
convergente ma non assolutamente convergente. Allora per ogni a € R esiste una biezione
f.: N — N, tale che

(o)

Zafa(n) = a

n=1
In un senso opportuno questo vale anche per i valori a = 0.

Non ci occupiamo di una dimostrazione. (Basta definire un riordinamento secondo la rego-
la: Se la somma parziale };_, a, € piu piccola di a, allora scegliere v(n + 1) is pill piccolo
numero non ancora scelto tale che a, .1y > 0; altrimenti scegliere il numero tale che a, .1, < 0.
Poi bisogna convincersi (usando in modo essenziale I’ipotesi che la serie non converga asso-
lutamente!) che questo definisca veramente un riordinamento, e (usando in modo essenziale
I’ipotesi che la serie converga!) che il limite del riordinamento sia proprio a.) Ma la versione
piccola del teorema ci dice chiaramente che la convergenza assoluta delle serie per calcola-
re I'attesa (cioe, I’esistenza di E |X|) ¢ un’ipotesi indispensabile se vogliamo che 1’attesa non

dipenda dal modo in cui abbiamo enumerato gli elementi dello spazio campionario.

I1 teorema A3l ci conferma che la nostra definizione delle sommatorie, che abbiamo usato

nel testo, ¢ consistente. Ricordiamoci che per un insieme finito R abbiamo definito

#R
S S

reR n=1

dove f: {1,...,#R} — R ¢ una qualsiasi biezione. Teniamo per scontato, che tale definizione
non dipenda dalla scelta di f. (Esercizio: Dimostrarlo con I’induzione. Attenzione, ¢ difficile,
ma solo per il problema di sviluppare la notazione giusta. Quindi non disperarsi troppo.) Noti-
amo che abbiamo usato questo fatto anche all’interno della dimostrazione del Teorema B3l

(Domanda: Dove 1’abbiamo usato?)
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A.4 Le funzioni monotone

A.S Integrazione m—dimensionale
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Appendice B

Algebra booleana astratta

La nostra lingua ci permette di fare affermazioni. Normalmente una tale affermazione puo essere
0 vero o falso. E da escludere che sia vero e falso allo stesso tempo, oppure che non sia né vero
né falso, per esempio perché non & sensata. Non facciamo nessuno sforzo di mettere su una
base solida questi termini, che fanno parte della logica matematica. Chiameremo comunque
una proposizione un’affermazione p che ha un ben definito valore di verita V(p): o V(p) = v
(vero) o V(p) = f (falso). Data una proposizione p possiamo definire un’altra proposizione —p,
che ha il valore di verita V(—p) = v, se e solo se V(p) = f. Date due proposizioni p e g possiamo
definire due altre proposizioni pAge pV g, dove V(pAg) = vse e solo V(p) = V(q) = v (logico
“e”),edove V(p V q) = vseesolo V(p) =voppure V(g) = v (logico “0”).

In fondo, le proposizioni non sono nient’altro che indeterminate (o variabili) dell’insieme
{v, f}. Le regole che le tre operazioni A, V, - soddisfano possiamo riconoscere come quelli di
un’algebra booleana astratta con due elementi come definita nella Sezione B-Il. Ogni espres-
sione in termini di quest’algebra booleana puo essere calcolata usando una fabella della verita.
Se I’espressione coinvolge n indeterminate, allora la tabella ha 2" righe, una per ogni scelta
dei n valori delle n indeterminate in {v, f}. Questo significa che controllare equazioni fra tali

espressioni ¢ un lavoro, a volte fastidioso, ma sempre limitato.

Esercizio.

(a) Verificare con una tabella che (p A—q)V(gA—p) = (pV p) A—(p Ag). Tale operazione
si chiama 1’0 esclusivo (0 p 0 ¢ manon p e g) e va annotata come p ¥ gq.

(b) Dimostrare che ({v, f}, ¥, A) ¢ un campo. (Suggerimento: A meno di isomorfismo
esiste un solo campo con due elementi. Questi devono essere 0, I’elemento neutro
dell’addizione, e 1 # 0. Basta, quindi, verificare che le regole di calcolo per f, v sono
quelli del campo {0, 1} = Z, = Z/(2Z), perché di {0, 1} sappiamo, nell’un modo o
nell’altro, che soddisfa tutti gli assiomi del campo.)

135
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La forza delle operazioni logiche consiste proprio nel fatto che sono cosi semplice. Qualun-
que siano le altre strutture a cui vanno sovrapposte operazioni logiche, alla fine il problema
(o almeno la parte del problema che riguarda la logica) si riduce sempre a calcoli nel campo
Z, = {0,1} = {f,v}. Un esempio sono le espressioni logiche. Un’espressione ¢ una funzione
A: Q — {f,v} definita su uno spazio campionario (cio¢ in insieme non vuoto) Q che assegna
ad ogni elemento w € Q un valore di verita A(w) € {f,v}. Per esempio se A € un sottoinsieme
di Q, possiamo definire A(w) = V(w € A), cioe A(w) = v se la proposizione w € A ¢ vera e
A(w) = f se la proposizione w € A ¢ falsa. In altre parole, se identifichiamo {f, v} con {0, 1}, la
funzione A: w — A(w) non ¢ nient’altro che la funzione indicatrice y, dell’evento A di Q. Per

espressioni A e B definiamo le espressioni

AAB: w — A(w)ANBw), AVB:w t+— Aw)V Blw), A w — —A(w).

Esercizio. Ricordiamoci che nell’Esercizio [CTT8 abbiamo stabilito una corrispondenza
biunivoca fra funzioni a valori in {0, 1}, funzioni indicatrici y, ed eventi A C Q. Siano A, B
eventi di Q e annotiamo le espressioni corrispondenti come funzioni indicatrici y,: w =
V(w € A) e xg: wr— V(w € B). Verificare che

Xan = Xa NXa Xaup = Xa V Xp XaC = Xa-

Quindi le operazioni fra insiemi soddisfano le stesse leggi che soddisfano le espressioni o
le proposizioni logiche. (La transizione A — y, dagli eventi di Q alle funzioni indicatrici &
quello che chiameremo un isomorfismo di algebre booleane.)

Sia (R, +, -) un anello. Ricordiamoci dall’algebra, che I’'insieme delle funzioni

FQ,R) = {f: Q> R}

da Q in R con le operazioni f + g: w — f(w) +glw)e f-g: w — f(w) - g(w) ¢ un
anello. (Verificarlo!) Quindi, le funzioni F(Q,7Z;) da Q nel campo Z, = {0, 1} formano
un anello. Usare questo fatto per dimostrare che (P(2), A, N) & un anello. (In particolare,
si vede che la differenza simmetrica A € un’operazione associativa. Veramente, (P(Q), A
,N) ¢ un anello unitario, dove A N A = A, cio¢ dove tutti gli elementi sono idempotenti
rispetto alla moltiplicazione. Si puo dimostrare che ogni anello unitario con questa proprieta
¢ un’algebra booleana. Inoltre, (€2, Z,) ¢ anche uno spazio vettoriale sul campo Z,, quindi,
¢ un algebra su Z,. Questo spiega il nome algebra booleana.)

Come vediamo ci sono due strutture con operazioni che seguono le stesse regole. Vediamo an-
che sono intimamente correlate I’una con I’altra. Anche nell’interpretazione degli eventi come
domande binarie (cioe, con le risposte possibili “si” o “no””) abbiamo notato la stessa struttura
(infatti quasi identica a quella delle espressioni logiche). Solo poi, mettendo queste domande in
relazione con 1 risultati w di uno spazio campionario € siamo arrivati ad algebre booleane di
eventi di Q2. Ma non ci siamo mai stancati di mettere 1’accento sul fatto che la scelta di Q per la

modellazione dell’esperimento che permette di rispondere a certe domande non ¢ unica.
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Nel seguito ci poniamo due problemi. Il primo: Dare una definizione assiomatica della strut-
tura in questione. Come sempre questo include I’impegno di dare un numero di assiomi piu
piccolo possibile e di identificare il numero massimo delle proprieta come conseguenze degli
assiomi. Il vantaggio ¢ che per identificare la struttura, il numero di proprieta da controllare ¢
minimo, e tutte le proprieta dimostrate in questo contesto generale valgono automaticamente in
ogni realizzazione, senza che occorra di darne un’altra dimostrazione. Lo faremo nella Sezio-
ne BTl Il secondo problema: Individuare quale sia la realizzazione “generica” della struttura
astratta. Infatti, nelle Sezioni e B4 dimostreremo il teorema di Stone. Tale teorema afferma
che ogni algebra booleana ¢ isomorfa ad una sottoalgebra di un P(€2) opportuno (Sezione B3).
Soprattutto le algebre booleane finite sono isomorfe ad un P() opportuno (Sezione B3). Quin-
di la scelta di algebre booleane su spazi campionari per modellare algebre booleane di domande

binarie ¢ giustificata dalla struttura e non significa nessuna restrizione della generalita.

B.1 Algebra booleana

B.1.1 Definizione. Un’algebra booleana (B,1,L,” ) ¢ un insieme $ non vuoto
con due operazioni binarie M,L: 8 X B — B e un’operazione unaria : 8 — B,

che soddisfano le seguenti assiomi:

(Cr) XMy

ynx (Cu) xUy

yUx
Dn) xNyU2)
(Nn) xN(yuUy)

xnyuxnzg Dy xUyN2)
X (No) xU @My

(xUy)N(xUz)

X

per ogni x,y,z € B. Gli assiomi (C), (D) e (N) si chiamano le leggi commutati-
ve, le leggi distributive e 1’ esistenza dell’elemento neutro, rispettivamente, per le

operazioni indicate.

B.1.2 Proposizione. Esistono un unico elemento neutro 1 € B rispetto a M (cioe, xM1 = x per
ogni x € B) ed un unico elemento neutro 0 € B rispetto a U (cioe, x U0 = x per ogni x € B).

In particolare, valey Uy =1 ey Ny = 0 per ogniy € B.

DimmostrAzZIONE. L’esistenza degli elementi neutri segue dagli assiomi (N). Rimane da dimostra-
re che siano unici. Se sapessimo gia che (8, M) e (B, L) sono semigruppi ci potremmo riferire
al risultato ben noto che un elemento neutro di un semigruppo, se esiste, € sempre unico. Ma la
dimostrazione dell’associativita delle operazioni M e U viene molto piu tardi. Dobbiamo rifare
la dimostrazione dei semigruppi ed convincerci che, infatti, non abbiamo bisogno delle leggi

associativi.
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Siano, allora, 1 e 1’ due elementi neutri per I’operazione M. Usando la legge commutativa
troviamo
1=1n1T =1n1=1".

Lasciamo la dimostrazione analoga per 0 come esercizio. m

B.1.3 Nota. D’ora in poi non menzioniamo piu ’uso della legge commutativa.

B.1.4 Proposizione. Valgono

In) xMx = x I xUx = x

per ogni x € B. Chiamiamo (1) le leggi idempotenti.

N — D —. N, . . .
DIMOSTRAZIONE. x = xM(xUX) = (xMx)U(xMx) = xMx. Lasciamo I, come esercizio. m

Con questo le leggi dove un lato dell’equazione si puo trasformare facilmente nell’altro lato
sono quasi esauriti. Non vogliamo dire che non sia piu possibile. Infatti, ¢ sempre possibile,
ma non ¢ piu facile di metterlo in pratica. Come illustrazione invitiamo il lettore di dimostrare
tutte le leggi che seguono ancora in tal modo. Il seguente lemma ci indica metodi per facilitare i
calcoli. L’idea principale ¢ il seguente calcolo che abbiamo fatto gia una decina di volte per gli

eventi di uno spazio campionario:
y =ynxux) = (yNx)U@nx).

Per insiemi la formula corrisponde alla suddivisione di y nella parte appartenente ad x e nella
parte appartenente ad x. Per le espressioni logiche la formula corrisponde alla suddivisione della
dimostrazione di un’affermazione y in due casi, uno dove vale I’affermazione x ed un altro dove
x ¢ falso. Cruciale ¢ I’osservazione che conoscendo le parti y M x e y M X di y, ¢ possibile di
ricostruire y univocamente. In altre parole, se un altro elemento z ha le stesse parti zMx = yMx

e zMXx =y Mxcome y allora z ed y devono essere uguali.

B.1.5 Lemma. Siano y,z € B ed esista un x € B tale che vale una delle tre condi-

zioni
[yl‘lx:zl‘lx e yl‘l)_c:zl‘li] 0 [yux:zux e yufzzu}]
o [yl‘lx:zl‘lx e yl_lx:zl_lx].

Alloray =z
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DimosTrAzZIONE. La prima conclusione segue come indicato d’avanti al lemma:
y =ynkxux) = yNx)U@nx) = (zMNx)U(EMx) = zMNkxUx) = z

La seconda conclusione puo essere dimostrata ripetendo lo stesso calcolo scambiando ovunque
M < L. Visto pero che dobbiamo anche dimostrare la terza conclusione, procediamo in modo

diverso. Osserviamo che
uUx)Mx = WNx)U(xMNx) = ynx. (B.1.1)

Quindi, “intersecando” I’equazione y LI x = z Ll x con x, otteniamo y M x = z M x. In altre parole,
la terza condizione si trasforma nella prima, di cui segue y = z. Se, “intersechiamo” tutte e due
le equazioni della seconda condizione con x anche questa condizione si trasforma nella prima,

di cui nuovamente segue y = 7. m

Un’illustrazione semplice ¢ il seguente corollario. Il risultato X = x ci dice, soprattutto, che
I’operazione ~ ¢ autoinversa e, quindi, una biezione su 8. Notiamo che non abbiamo bisogno

del corollario prima della dimostrazione delle regole di De Morgan.

B.1.6 Corollario. Siano x,y € B tali che
(xUy Nz =z = (xNyuz

perogni z € B (ossia, xUy =1e xMy = 0 per la Proposizione BZLA). Alloray = X

e, per simmetria, X = Y = X.

DimmosTrAZIONE. Scegliamo z = x. Ne segue

(xuynx

xMx)U(ynx)

ynx,

=I
Il

xny)ux (xUx)MyUx) yLx.

Dall’idempotenza segue x M x = X = X U x. Quindi, secondo la terza condizione del Lemma

BT3seguey =X. m

B.1.7 Proposizione. Valgono

Pr) xm0 =0 P xul =1

per ogni x € B. Chiamiamo (1) le leggi dell’assorbimento.




140 Appendice B. Algebra booleana astratta

DimosTrAZIONE. Sappiamo che 0 Ll z = z per ogni z. Se troviamo almeno un elemento y tale
che(xM0) Uy =ye(xMn0)LUy =y, dalla seconda condizione del Lemma BT3 seguirebbe

0 = x 1 0. Calcoliamo
xnN0uz = (xuzxnN@OuUz) = (xuz Nz
Inserendo z = x troviamo
xMn0uUx = (xUx)MNx = xMx = x
e inserendo z = X troviamo
xN0ux = (xUx)Nx = x.

Come detto questo implica x 1 0 = 0. Lasciamo come esercizio I’altra formula. m

B.1.8 Corollario. xM(xUy) = x = xM(xUy)perogni x,y € B.

DmvosTrRAZIONE. XM (xUy) = (xU0)MN(xUy) = xU@0OMNy) = xU0 = x. m

Infine, siamo in grado di dimostrare anche le leggi associative e le regole di De Morgan.

B.1.9 Proposizione. Valgono

(An) (MY Nz = xNyMN2) (Ay)  (rUy Uz = xUyU2)

per ogni x,y,z € B. Chiamiamo (A) le leggi associative.

DimosTrAZIONE. “Intersechiamo’ (A,)) con z. Troviamo

[(xuyuzlnz =2z
[xU@u|nz = (xuzN[yuznz =z
[ —

=z

Poi “intersechiamo” (A_,) con z. Usando diverse volte I’Equazione BT, troviamo

[(xUyuzlnz = (xuy)nz (xMZ2)u(ynz),
[xu@uzlnz (xMU[yuzrnz] = (xN2)UyN2).

Secondo la prima condizione del Lemma BT3 i due lati di (A)) coincidono. Lasciamo la di-

mostrazione analoga di (An) come esercizio. m
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B.1.10 Nota. D’ora in poi non scriviamo piu le parentesi per indicare un ordine fra operazioni
uguali, se non per indicare una scelta nostra di eseguire una certa operazione prima delle altre
uguali. Per nessun motivo possiamo lasciare da parte le parentesi fra operazioni diversi come
nelle leggi distributive. Non adottiamo nessuna convenzione che considerasse M pill vincolante
di U (o vice versa). Come abbiamo notato le due operazioni di un’algebra booleana giocano ruoli
assolutamente simmetrici. Non pare opportuno applicare delle convenzioni che distruggano tale
simmetria. (Ogni formula valida si trasforma in un’altra formula valida se eseguiamo lo scambio
M < U in tutta la formula, evitando 1’uso dei simboli 0 e 1 e non toccando i complementari.
Questo non sarebbe piu valido se considerassimo una delle operazioni pit vincolante dell’altra.)
Si guarda anche I’Esercizio BZ272.

B.1.11 Proposizione. Valgono

(DM.) xMy = XUy (DM,) xUy = XNy

per ogni x,y € B. Chiamiamo (DM) le regole di De Morgan.

DimmostrAZIONE. Calcoliamo

xnynx)U(xMyny)

ynouxno) =0uo
Quyyndux) =11 = 1.

[
&

(xny)Nxuy)
(xNy) U (xUy)

(xUxuUy)NyuUxuUy)

Allora secondo il Corollario BT X U y ¢ il “complementare” di x M y., ossia, vale (DMp).
Possiamo ripetere lo stesso calcolo per (DM,)). (Esercizio!) Oppure, possiamo sostituire x con

X e y con y di cui segue con le stesse due formule che x My ¢ il “complementare” di x Ll y. m

B.2 Omomorfismi ed isomorfismi di algebre booleane

Abbiamo detto nell’introduzione di voler dimostrare che ogni algebra booleana ¢ isomorfa ad
un algebra booleana su un insieme Q. In questa sezione breve specifichiamo i termini usati in

quest’affermazione.

.2.1 Definizione. Siano U, )e S, ue, ue algebre booleane.
B.2.1 Definizi Siano (B',1",u',™") e (8%, M2, 2%, 72) due algebre bool

Una funzione ¢: 8' — B2 & un omomorfismo di algebre booleane se vale

e y) = e P ely) el y) = ¢ Pely) @& = e

per ogni x,y € B!. Un’immersione & un omomorfismo iniettivo. Un isomorfismo &

un omomorfismo biettivo.




142 Appendice B. Algebra booleana astratta

B.2.2 Esercizio. Dimostrare che basta controllare una delle due condizioni ¢(x ' y) =
0(x) M2 o(y) 0 e(x L' y) = (x) L2 ¢(y). (Suggerimento: Usare le regole di De Morgan e la
terza condizione.)

B.2.3 Esercizio. L'immagine ¢(8') := {¢(x): x € B!} di un omomorfismo ¢ & una sot-
toalgebra booleana di B?. La controimmagine (,0‘1(82) = {x € B': w(x) € $2} di un
omomorfismo ¢ & una sottoalgebra booleana di B'.

B.2.4 Corollario. Un’immersione ¢: B' — B° stabilisce sempre un isomorfismo
da B' su I'immagine ¢(B8%). Quindi, I’esistenza di un’immersione B' — B2 equivale

I’affermazione che B' ¢ isomorfa ad una sottoalgebra booleana di B°.

B.2.5 Esercizio. Dimostrare che ogni omomorfismo rispetta gli elementi neutri, ossia,
o0 =02 e ') =12

B.2.6 Esercizio. Dimostrare che 1’inversa di un isomorfismo € un isomorfismo.
B.2.7 Esercizio. Sia (8,M,L,” ) un’algebra booleana. Dimostrare che la funzione ¢ su 8

definita come ¢(x) = X € un isomorfismo dall’algebra booleana ($,,U, ) sull’algebra
booleana (B, LI,11,” ) con le operazioni I a LI scambiate.

Concludiamo con un criterio quando un un omomorfismo ¢ iniettivo.

B.2.8 Proposizione. Un omomorfismo ¢: B' — B? ¢ un’immersione, se e solo se

px)=0=x=0.

DimosTtrAZIONE. Questo segue facilmente dal fatto che algebre booleane sono anelli rispetto
all’addizione A ed il prodotto M (come discusso nell’introduzione a questo capitolo), e dal fatto
che ¢ ¢ anche un omomorfismo di anelli. (Un omomorfismo di anelli ¢ iniettivo, se e solo se
il suo nucleo ¢ banale, cioe, se kerp = {x € B: ¢(x) = 0} = {0}.) Diamo, comunque, una
dimostrazione con mezzi dell’algebra booleana.

Chiaramente, se ¢(x) = 0 e x # 0, allora ¢ non ¢ iniettivo (perché, secondo 1’Esercizio
B3 anche ¢(0) = 0). Supponiamo, allora che ¢ non sia iniettivo, cioe, che esistano x # y tali
che ¢(x) = ¢(y). Un’applicazione del Lemma B-T3 dimostra, che vale x My # 0o xMy # 0.
(Altrimenti, se xMy = 0 = xMy, allora x Uy = 1 e, secondo la terza parte del lemma, varrebbe
x = y.) Perd, da ¢(x) = ¢(y) segue (XM y) = p(x) Me(y) = 0e p(xMy) = ¢(x) NF) = 0.In
altre parole, almeno un elemento, X My o x My, che ¢ diverso da 0 va mandatoda¢ a (. m
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B.2.9 Nota matematica.

Nella sezione precedente ci siamo impegnati di definire il termine algebra booleana con un
minimo di assiomi, partendo di cui tutte le altre proprieta possono essere dimostrate. Nella
letteratura, purtroppo, 1’algebra booleana spesso va introdotta come caso particolare di altre
strutture algebriche. Abbiamo gia discusso nell’esercizio dell’introduzione a questa appen-
dice, che le algebre booleane sono esattamente gli anelli unitari che hanno solo elementi
idempotenti. Spieghiamo brevemente un altro modo di introdurre le algebre booleane come
reticoli particolari.

Su un’algebra booleana 8 possiamo definire una relazione C come x C y se x My = Xx.
Questa relazione & un ordinamento parziale. Cio¢ C ¢ riflessiva (per I'idempotenza xMx =
x, allora x C x), ¢ transitiva (se xC y e y C z, allora

xMz = (xNy Nz =xNNz = xMNy = x,
cosicché x C 7), ed ¢ antisimmetrica (se xCyeyC x,allorax=xMNy=yMNx=y).

Esercizio. In analogia definiamo x O y se x LI y = x. Dimostrare che x C y, se e solo se
y Jx,seesoloseyC X

Perd I'insieme parzialmente ordinato ($,C) ha ancora piu struttura. E un reticolo.
(Cioe, per ogni x,y € B gli elementi x My e x U y sono I'unico minimo e 1’unico mas-
simo, rispettivamente, di x e y. Con x My ¢ il minimo, s’intende che xMy C xexMy C y
e se ¢’¢é un altro elemento z che soddisfa z C x e z C y, allora z C x M y. Analogamente per
il massimo.) Il reticolo ($, C) con queste due operazioni M e U ¢ distributivo nel senso che
valgono le leggi distributive (D). Inoltre $ ha un minimo assoluto 0 (cio¢ 0 C x per ogni x)
e un massimo assoluto 1 (cio¢ x C 1 per ogni x). Inoltre il reticolo con 0,1 & complemen-
tato nel senso che per ogni x esiste x tale che vale xMx = 0 e x U x = 1. Si pud dimostrare
che ogni reticolo distributivo complementato emerge in questa maniera da un’algebra boo-
leana. Per questo un tale reticolo si chiama anche un reticolo booleano. Vediamo che tutta
la struttura di un’algebra booleana ¢ codificata nel suo ordinamento parziale.

Fine della nota.

B.3 1l teorema di Stone per algebre booleane finite

Lo scopo di questa sezione ¢ dimostrare che ogni algebra booleana $ finita ¢ isomorfa ad
un’algebra booleana P(Q) di tutte le parti di un insieme opportuno Q, ossia il teorema di Stone
per algebre booleane finiti. A questo punto dobbiamo prima osservare che di 2 abbiamo chie-
sto che non sia vuoto. Di cui risulta che P(Q) contiene almeno i due elementi diversi @ e Q.
Pero, anche I’insieme P(0) di tutte le parti dell’insieme vuoto, che contiene un solo elemento,
I’insieme vuoto, ¢ un’algebra booleana a tutti gli effetti. Notiamo che esiste un unico modo
di definire la struttura di un’algebra booleana su un insieme 8 che contiene un solo elemento.

Quindi, se ammettiamo anche il caso = (), il teorema di Stone vale se B ha un solo elemento.
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(Non nascondiamo che Q # 0 significa che lo zero 0 e 1'uno 1 dell’anello booleano P(€Q) sono
diversi. Questa condizione fa parte della definizione di anello unitario. Comunque, in questa se-
zione ¢ piu opportuno di ammettere anche P(0) come algebra booleana su un insieme, 1’insieme
vuoto.)

Partendo da un’algebra booleana astratta, per dimostrare il teorema di Stone ¢ chiaro che il
compito consiste soprattutto nell’individuare 1’insieme € che permette di identificare 8 come
sottoinsieme do P(Q). Ci poniamo la domanda, se 8 fosse gia un sottoinsieme di P(Q), oppure
addirittura se 8 = P(Q), come sarebbe possibile di individuare gli eventi elementari {w} senza
far riferimento in nessun modo agli elementi di €2, ma servendosi esclusivamente di proprieta
esprimibili in termini delle operazioni N, U,C. Sorprendentemente, per dimostrare la versione
del teorema di Stone per le algebre booleane finite, non occorre prendere questa strada e ne
torniamo solo nella sezione seguente per la discussione del caso generale.

Per adesso ci lasciamo guidare da un’altra nostra conoscenza della discussione insiemistica.
Se B ¢ un sottoinsieme di €2, sappiamo che ogni altro sottoinsieme A di £ puo essere scritto in
modo unico come unione A = (A N B) U (A N BC) della parte di A che appartiene a B e la parte
di A che appartiene al complementare di B. L’insieme delle parti di B, cioe tutte le insiemi che
possiamo scrivere AN B (A € P(Q)), & invariato sotto unioni e sotto intersezioni. Per trasformare
questo insieme di tutte le parti di B in un’algebra basta sostituire il complementare AL = o\A
rispetto ad € con il complementare Als = B\A = Bn AL rispetto a B. Evidentemente, lo stesso
si pud anche fare anche con I’insieme di tutte le parti di BC.

Le domande che ci poniamo sono le seguenti: E possibile di decomporre in questo modo
ogni algebra booleana rispetto ad un elemento scelto? E possibile di ricostruire 1’algebra boo-
leana di partenza dalle sue parti? Tutte e due le risposte sono affermative. Iniziamo preparando
la risposta alla seconda domanda in un contesto un po’ piu generale.

Siano (8", ', 1", ") e (82, M2, L%, %) due algebre booleane. Sullo spazio prodotto B' x B2

definiamo operazioni M, LI, come

(X1, ) M (Y1, y2) = (N yp, 0 12 ), (X1, ) U (y1,y2) == (U gy, 0 U 1),

— —1 —2
(x1,x2) == (X1 ,x°).

B.3.1 Esercizio. Verificare che (8' x 82,1, 1, ") & un’algebra booleana. (Possiamo essere
molto grati che il numero di assiomi da verificare sia il piu piccolo possibile.)

Chiameremo (8' x 82,1, 1, ) il prodotto di (8',1", ', ") e (B2, M2, L2, 72).



B.3. Il teorema di Stone per algebre booleane finite 145

B.3.2 Esempio. Sia Q D Q; e poniamo Q, := Qlc. Vogliamo dimostrare che la funzione
@ (Al,Az) —> Al UA2

(A; C Q) definisce un isomorfismo P(Q;) X P(Q,) — P(Q) di algebre booleane. Visto che per
ogni sottoinsieme A C Q vale A = (A N Q) U (AN Q) dove (A NQ,) C Q; la funzione ¢ ¢
surgettiva. Visto che p(A;, As) = p(A], A) implicache A; = QiNp(A1, Ay) = QiNp(A],A)) = A,
la funzione ¢ ¢ anche iniettiva. Ricordiamoci che come elemento di P(Q;) il complementare di
A; & rispetto ad Q;, cioz AY = Q; 1 AL, Quindi,

oAb, Al = Abiual = (@ nabyu@,nab)
= [(QUA)N(Q UAz)]C = [(QQNQHUEKLNA)UMA NQ)UA, ﬁAz)]C
= QUAUA UBC = (A4 UAD" = ¢(4;,A)L.

Secondo I’Esercizio basta controllare una delle operazione N o U. Lasciamo come eserci-
zio di verificare che ¢((A1,A,) U (By, By)) = ¢(A1,A,) U o(By, By).

B.3.3 Nota. E importante notare che P(Q;) x P(,) non ha niente a che fare con il prodotto di
spazi di probabilita Q; X €, con la loro algebra booleana A C P(Q; X Q) come discusso nel
Teorema B3l La prima & isomorfa a P(Q) dove #Q = #Q; + #Q, mentre 1’ultima consiste di
sottoinsiemi di ; X €, che ha la cardinalita #(Q; X Q,) = #Q; - #),.

Possiamo considerare 1’esempio precedente come la decomposizione dell’algebra booleana
P(Q) rispetto all’elemento Q; ed il suo complementare Q,. Adesso vogliamo fare lo stesso per

un algebra booleana arbitraria.

B.3.4 Lemma. Sia (8,M,U," ) un’algebra booleana ed x un suo elemento. Definiamo
B = {ynx:ye Bl

Se definiamo ’operazione ™ su B* comey" := ynx, allora (B*,N,U,™) é un’algebra boolea-
na.
La funzione ¢: B* x B — B definita come ¢(y*,y*) := y* U y* & un isomorfismo di algebre

booleane.

DiMosTRAZIONE. Le operazioni M, U, ™

lasciano B* invariato, e M e LI ereditano da B tutte le
proprieta che non coinvolgono I’operazione —, cioe (C) e (D). Per dimostrare che 8* ¢ un’algebra

booleana, basta quindi controllare (N). Troviamo

zNuUy) =zNyu@EnNxl = ENyuENyNy = ENyu@Eny = z
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dove zMyMx=zMxMy = zMy perché z € B*. Con lo stesso ragionamento vale
zU@nNy) = zu@nynx) = zU@Ny = z

La verifica che ¢ definisce un isomorfismo funziona esattamente come nell’Esempio B-37. La

lasciamo come esercizio. m

B.3.5 Corollario. (Il teorema di Stone per algebre booleane finite.) Sia (8,M,U,~) un’al-
gebra booleana finita. Allora B e isomorfa a P(Q) per un insieme Q opportuno. In particolare,
la cardinalita di B é #B = 2" dove n = #Q.

DimosTtrAZIONE. Sappiamo che 1’affermazione ¢ vera per #8 = 1 (dove Q = (). Adesso suppo-
niamo che I’affermazione valga per tutte le cardinalita meno o uguale di un certo m € N. Sia
B un’algebra booleana con cardinalita #8 = m + 1. Se m + 1 = 2 abbiamo finito. (A meno di
isomorfismo ¢’é una sola algebra booleana con due elementi {0, 1} e questa ¢ isomorfa a P(Q)
dove Q = {w} ha un solo elemento w.) Se m + 1 > 2 allora esiste un x € Btaleche 0 # x # 1.
Ne segue che #B* < m e #8° < m, perché nessuno delle due contiene 1. Per ipotesi ci sono
insiemi opportuni Q* e Q* tali che 8" = P(Q*) e B* = P(QY). Sia Q I'unione disgiunta di Q* e
Q* M Mettendo insieme I’Esempio B3 con il Lemma B34, segue che

PQ) = POQH)YXPQY) = B xB" = B.

Quindi I’affermazione vale per tutte le cardinalita finite. m

B.4 Il lemma di Zorn ed il teorema di Stone generale

Lo scopo di questa sezione ¢ dimostrare che ogni algebra booleana 8 ¢ isomorfa ad un’algebra
booleana di sottoinsiemi di un insieme opportuno €, ossia il teorema di Stone. Nella sezione
precedente abbiamo applicato il principio dell’induzione e siamo arrivati al risultato che ogni
algebra booleana finita ¢ addirittura isomorfa ad un intero P(Q2) opportuno. Ricordiamoci, pero,
dell’Esempio [CTT3 di un’algebra booleana che non ¢ isomorfa a nessun P(€2). Per il risultato
generale una semplice induzione non basta piu. Abbiamo bisogno del lemma di Zorn, ossia del

principio dell’induzione transfinita.

L unione disgiunta di due insiemi A e B e un insieme Q che contiene A e B in tal modo che AC = B. Si
pud ottenere, per esempio, scegliendo un oggetto wy che non ¢ né un elemento di A né un elemento di B. Poi
identificando A con il sottoinsieme A X {wg} di (A U {wg}) X (B U {wy}) € B con il sottoinsieme {wy} X B, i due sono

disgiunti. Quindi, la loro unione Q si gode delle proprieta richieste.
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Il lemma di Zorn & un’affermazione che equivale all’ assioma della scelta (1o spazio prodotto
Xier A di una famiglia (A;),, di insiemi A; non & vuoto) e serve per stabilire 1’esistenza di og-
getti matematici in tanti teoremi. Per esempio, 1’esistenza di una base in ogni spazio vettoriale,
o di una base ortonormale in ogni spazio di Hilbert sono delle applicazioni tipiche. Ma anche
il teorema di Vitali (non esiste una probabilita P definita su tutti i sottoinsiemi di [0, 1] tale che
P(la,b]) = b — a per ogni [a, b] C [0, 1]) si serve dell’assioma della scelta.

Prima di poter formulare il lemma di Zorn, ci servono alcuni nozioni.

B.4.1 Definizione. Sia (A, <) un ordinamento parziale. Un elemento a € A ¢ massimale, se
beA,a<bimplicaa =b.

Sia B un sottoinsieme di A. Un elemento a € A ¢ un maggiorante di B, se b < a per ogni
b € B.

(A, <) & un ordinamento parziale induttivo, se ogni sottoinsieme totalmente ordinato B di A

possiede un maggiorante a in A.

B.4.2 Lemma di Zorn. Ogni ordinamento parziale induttivo possiede un elemento massimale.

Dopo questi preparativi possiamo procedere con la dimostrazione del teorema di Stone. Sia,
allora, (8, M, L, ) un’algebra booleana con almeno due elementi. Per stabilire un isomorfismo
con un’algebra booleana A C P(Q) (cioe, un immersione B — P(Q); si veda il Corollario
BX4) occorre, soprattutto, individuare un insieme 2 opportuno. Dobbiamo trovare un modo di
codificare le proprieta che determinano il singoletto {w} di P(Q) in termini che non si servono
di espressioni come w € A 0 A C Q. Notiamo che il sottoinsieme P, := {A C Q: w € A} di

P(Q) si gode di due proprieta:

1. Una qualsiasi intersezione di un numero finito di elementi di P, C P(£) non ¢ mai vuota,
cioe
AiNn...NA, # 0
perogni sceltadin e Nedi Ay,...,A, € P,. (Infatti, tale intersezione contiene almeno
I’elemento w. Veramente, questa proprieta vale per un’intersezione di elementi di P,
arbitraria. Ma nell’algebra booleana astratta 8 sappiamo eseguire solo un numero finito

di “intersezioni” 1.)

2. Sia A un altro elemento di P(Q) tale che I’intersezione con un numero finito di elementi
di P, non € mai vuota, cioe
ANAN...NA, # 0

perognisceltadine NediAy,...,A, € P(Q). Allora anche A € P,,. (Infatti, {w} € P, e
A N{w} # 0 implica w € A cosicché anche A € P,,.)
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Queste due proprieta abbiamo formulate in termini che usano esclusivamente la struttura dell’al-
gebra booleana (P(Q2), N, U,0). Quindi, le possiamo formulare anche per un’algebra booleana

B qualsiasi. Definiamo, allora, I’insieme
FI®) := {PcB:xN...Nx, #0(neN,x; € P)

di tutti 1 sottoinsiemi P di B che soddisfano la prima proprieta. Diciamo gli elementi P di FI1(B)
si godono la proprieta delle “intersezioni” finite F1 (inglese: finite intersection property).

La seconda € una proprieta di massimalita: Se P si gode la FI e x ¢ un altro elemento di 8
tale che

xOxn...Mx, # 0

per ogni x; € P, allora possiamo aggiungere x a P e il risultato P U {x} continua godersi la FI.

Se P U {x} = P per ogni tale x € B, allora P ¢ un elemento massimale di FI(B).

B.4.3 Proposizione. Ogni P € FI(B) ¢ contenuto in un elemento massimale Mp di FI(B) nel
senso che P C Q € FI(B) implica Q C Mp.

DimosTRAZIONE. Sia Pp = {Q € FI(B): Q D P} ordinato con I’inclusione C. Sia Q un sottoin-

sieme di p totalmente ordinato. Allora 1’insieme

Py = UQ

0eQ

¢ un maggiorante di Q in Pp. Infatti, P € Q, cosicché P C Pq. Inoltre, Pq si gode la FL
(Siano xi,...x, di Pg. Per ogni x; c’¢ un Q; € Q che contiene x;. Degli elementi Qy,..., Q,
dell’insieme totalmente ordinato @ c’¢ ne uno piu grande Q, che contiene tutti gli altri. Visto
che Qy si gode della FI e che tutti gli x; sono di O, ne segue che x; M...Mx, # 0.) Allora
Py € Pp. Chiaramente Q C Pq per ogni Q € Q, cosicché Pq € un maggiorante di Q in £p. Dal
lemma di Zorn segue che #» contiene un elemento massimale Mp.

Allora se P C Q € FI(8), ne segue soprattutto Q € Pp. Quindi, per massimalita di Mp in
Ppne segue Q C Mp. m

L’ultimo paragrafo della dimostrazione ci dice anche:

B.4.4 Corollario. Ogni Mp ¢ un elemento massimale di FI1(B) nel senso che Mp C Q € FI(B)
implica Q C Mp.

Adesso, che abbiamo stabilita 1’esistenza di elementi massimali, possiamo procedere alla

dimostrazione del teorema di Stone.
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B.4.5 Teorema di Stone. Ogni algebra booleana (B,M,U,) ¢ isomorfa ad un algebra boo-

leana A C P(Q) di sottoinsiemi di un insieme opportuno L.

DimosTtrAZIONE. Visto che conosciamo gia il caso #8 = 1, possiamo supporre nel seguito che
B abbia almeno due elementi diversi. Annotiamo con Q := {M € FI(B): M c Q € FI(B) =
Q c M} I'insieme di tutti gli elementi massimali di FI(8). Osserviamo che Q non & vuoto. (Il
sottoinsieme {1} di B si gode la Fl e, secondo la Proposizione B-473, ¢ contenuto in un elemento

massimale di F1(8B).) Per ogni x # 0 di B definiamo il sottoinsieme
o(x) = {MeQ: xe M}

di Q. Notiamo che {x} si gode la FI, quindi, secondo la Proposizione BZ23, ¢(x) non ¢ vuoto.
Definiamo ¢(0) := 0 c Q. Notiamo che ¢(x) =0 = x = 0.

Per ogni M € Qe ogni x € Bvale, x e M = x ¢ M. (Infatti, se x fosse di M allora M non
si godrebbe la FI, perché x M x = 0.) Scambiando x con X, ne segue x € M = x ¢ M. Infine,
x€M e X ¢ M. Allora () = ¢(x)C.

Poi se x € M, allora anche xUy € M. (Infatti, {xLy} UM si gode la FI e ha x come elemento.
Visto che M ¢ massimale, ne segue M = {x Uy} UM > xUy.) Quindi x € M o y € M implica
xUy e M, ossia o(x) U p(y) C p(xUy). Viceversase x ¢ Mey ¢ M,alloraxe Mey e M. Ne
segue che x LIy ¢ M, perché altrimenti non si godrebbe della FI. (x M (x L y) My = 0.) Allora
e N @)’ c e(x Ly, ossia, ¢(x) U e(y) > ¢(x U y). Infine, ¢(x) U ¢(y) = ¢(x LU y).

Sommiamo: ¢ ¢ un omomorfismo che soddisfa ¢(x) = @ = x = 0. Secondo la Proposizione
BXR, ¢ ¢ iniettivo. Secondo il Corollario B2Z4, I’'immagine A := ¢($B) ¢ una sottoalgebra

booleana di P(Q) isomorfaa 8. m

B.4.6 Nota. Nonostante la teoria delle algebre booleane sia simmetrica sotto lo scambio M <
LI (si veda I’Esercizio BZZ71), notiamo che le dimostrazioni delle die versioni del teorema di
Stone che abbiamo discusso, chiaramente, interrompono questa simmetria. La radice per questo
fenomeno si nasconde dietro il fatto, che il teorema di Stone fu trovato studiando gli anneli
booleani dove le due operazioni A e M non sono simmetrici sin dall’inizio. Chiaramente, sarebbe
possibile modellare una dimostrazione anche partendo da una finite union property. 1l risultato
sarebbe lo stesso come se avessimo fatto la costruzione per 1’algebra booleana opposta secondo
I’Esercizio B272.

B.4.7 Esempio. Anche se I’algebra booleana ¢ data come algebra di eventi di un insieme, non ¢
detto che la costruzione dia in dietro tale insieme. Vediamo 1’Esempio [CTT9, cio¢ sia B = {A C

N: #A < 00 0o #AC < oo} C P(N). Sia M C B un sottoinsieme massimale che si goda la FI. Ci
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sono due casi: o M contiene un insieme A € B finito o tutti gli A € M hanno il complementare
finito.

Sia, allora, A € M con #A = n < oco. Allora esiste un m € A, tale che m € B per ogni altro
B € M. (Altrimenti potremmo scegliere per ogni my,...,m, di A un insieme B; € B tale che
my ¢ Byi. Ne seguirebbe che AN B; N...N B, = 0 contraddicendo la FI.) Poi notiamo che tale
m & unico. (Infatti, anche {{m}} U M si gode della FI, e per massimalita di M, ne segue {m} € M.
Se m’ fosse un altro elemento di A contenuto in ogni B € M, allora anche {m’} € M. Per la FI
segue {m} N {m’'} # 0, ossia, m = m’.) Intanto: Se M contiene come elemento un insieme finito,

allora esiste un unico m € N tale che
M =M, ={AecB:meAl

Fino a questo punto vediamo che I’Q) della dimostrazione del teorema di Stone contiene in modo
naturale tutti gli elementi di N. Pero ce ne sono di piu.

Infatti, supponiamo adesso che M contenga solo insiemi infiniti, ossia, insiemi con il com-
plementare finito. Sappiamo dalla discussione dell’Esempio [CTT3 che ogni intersezione finita
di tali insiemi non & vuota. Quindi, ad M possiamo aggiungere un qualsiasi insieme A con il
complementare finito senza violare la FI. Per massimalita di M deve, allora, valere A € M per

ogni A con complementare finito. Quindi,
M = My, = {AcCN: #AC < o).

Vediamo che, oltre all’insieme di partenza N, I’insieme € degli elementi massimali di F1(8)
contiene esattamente un altro elemento: Q = {M,,: m € N U {oo}}. Vogliamo vedere adesso
quale sottoinsieme ¢(A) I’omomorfismo della dimostrazione assegna ad un elemento A € 8.
L’insieme ¢(A) contiene tutti gli M € Q taliche A € M. Se m € A, allora A € M,,, e vice versa.

Poi A € M, se e solo se A & infinito. Allora

{M,,: meA} #A < oo,
p(A) =
{M,,: meA}U{oo} #AL < co.

Raccomandiamo come esercizio di verificare che questa funzione da B in P(Q) definisce vera-
mente un omomorfismo.

Notiamo una differenza cruciale fra 8 ¢ P(N) e A = ¢(B) c PN U {o0}). Mentre un
sottoinsieme P di B che si gode della FI puo avere I’intersezione (4cp A vuota (per esempio
P = M), un qualsiasi sottoinsieme Q di A che si gode della FI ha I’intersezione non vuota. Se

Q ¢ massimale, allora I’intersezione contiene esattamente un punto di Q.
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Probabilita booleane con la funzione di

ripartizione

Spesso possiamo assegnare in modo naturale delle probabilita agli elementi D € D di un sotto-
insieme D C A di un’algebra booleana A C P(Q) di eventi di uno spazio campionario Q # (.
Poi ci tocca ad estendere tale probabilita su tutto A. Ci vediamo di fronte a due domande: Esi-
ste un’estensione? Se esiste, ¢ unica? Queste domande hanno risposte affermative, se D si gode
delle proprieta di una semialgebra booleana che genera (A, e se la probabilita data su D soddisfa
un minimo di condizioni di compatibilita.

Tratteremo la teoria generale nella Sezione CI.

C.1 Probabilita su semialgebre booleane

Per prima cosa, se una funzione P: D — R possiede un’estensione come probabilita su tutto

A D D, allora secondo la Proposizione [’2d deve soddisfare
P(DiV...UD,) = P(D))+...+P(D,) (C.1.1)

qualunque siano gli elementi Dy,..., D, due a due disgiunti di . Se anche I’'unione D; U
... U D, dovesse risultare un elemento di P, allora questa ¢ una condizione a la funzione
P definita su 9. Se 'unione non ¢ di D, allora ¢ comunque di A, ¢ non rimane altro che
definire la probabilita di tale unione secondo la (CIl). Se ogni elemento A di A dovesse essere
esprimibile come unione finita di elementi due a due disgiunti di D, allora conoscere P su D
determinerebbe univocamente la probabilita su A. In prassi, dato un insieme D si sottoinsiemi
di Q si considera, infatti, I’'insieme di tutti i sottoinsiemi di €2 che possono essere scritti come

unione finita disgiunta di elementi di D. Pero, poiché questo sottoinsieme di P(Q) sia un’algebra

151



152 Appendice C. Probabilita booleane con la funzione di ripartizione

booleana su Q, il sottoinsieme D di P(Q) deve soddisfare certe proprieta: D deve essere una
semialgebra booleana su . Ma un volta stabilito che D sia una semialgebra, basta poco piu di

(CI) perché P possieda un’estensione.

C.1.1 Definizione. Sia D c P(Q) una famiglia di sottoinsiemi di Q # (. Chiameremo 9 una

semialgebra booleana su (), se soddisfa le seguenti proprieta:
1. Qe D.
2. Se D, D’ € D, alloraanche DN D’ € D.
3. Se D € D alloraesistonom € Ne Dy,...,D,, € D due a due disgiunti tali che

D' = D,U...UD,,.

C.1.2 Proposizione. Sia D una semialgebra booleana su Q # (. Allora
ﬁ(D) = {Dl U...UD,,: mEN;Dl,...,DmED;i¢j$Diij:Q)}

e un algebra booleana, I’algebra booleana generata da D. (Evidentemente, non c’é un’algebra

booleana piu piccola su € che contenga D.)

DimMosTRAZIONE. Siano A = Dy U...UD,,e B =E, U...UE, (D;,E; € D) due elementi di

B(D). Allora, la loro intersezione

ANB = (D,U...UD,)N(E;U...UE,) = U (D;NE;) (C.1.2)

¢ I'unione finita degli elementi D; N E; due a due disgiunti di D, ossia, A N B € B(D).
Banalmente, il complementare DL diD e Dedi B(D). Il complementare di un’unione

A =D U...UD, dielementi di D ¢ l'intersezione D[f N...N D,% dei complementari. I

complementari sono di (D) e B(D) ¢ stabile sotto intersezioni, quindi, anche AC & di B(D).

Questo dimostra (si veda I’Osservazione LT 13) che S(D) ¢ un’algebra booleana. m
C.1.3 Esempio. Gli intervalli semiaperti a sinistra
H = {(a,b],(a,oo): —c0<a<bh< oo}

formano una semialgebra booleana su R. (Esercizio!) Lo stesso vale per I’insieme degli inter-

valli semiaperti a destra e per I’'insieme J di tutti gli intervalli di R.
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Gli insiemi
H" = {H x...xH,: H,....HieH} e I" :={[ x...xI,: I,...,1, € T}

sono semialgebre booleane su R". Quest’affermazione ¢ un caso particolare della Proposizione
3 che tratteremo alla fine di quest’appendice. Comunque, ¢ consigliato di trattare il H" (o,

per lo meno, il caso H %) come esercizio.

Adesso ci occupiamo della domanda quando una funzione definita su ) ammetta un’esten-
sione su tutto S(D).

C.1.4 Definizione. Una probabilita su una semialgebra booleana 9 su Q & una funzione

P: D — R che soddisfa le seguenti proprieta:
1. P(D) > 0 perogni D € D.
2. P(Y) =1.

3. Per qualunque scelta di elementi Dy,...,D, € D due a due disgiunti, tali che anche
I’unione D; U ... U D,, ¢ di D, vale I’Equazione (C1T).

C.1.5 Proposizione. Ogni probabilita su una semialgebra booleana D su Q +# 0 possiede

un’unica estensione come probabilita booleana su (D).

DmvostrAZIONE. E chiaro che tale estensione & unica, perché ogni elemento A € B(D) pud essere
scritto come unione disgiunta D; U. . .UD,, di elementi di D, e su un tale elemento non possiamo
fare a meno di definire la probabilita P(A) secondo la (CCIT). La domanda ¢ se tale definizione
possa dipendere dalla decomposizione di A come unione disgiunta di elementi di D. Sia, quindi,
A =E;U...UE, un’altra decomposizione di A in elementi E, ..., E, € D due a due disgiunti.
Osserviamo, per ogni i gli insiemi D;NE},...,D;NE, sono due a due disgiunti a la loro unione
¢ D; € D. Analogamente, per ogni j gli insiemi D N E},..., D, N E; sono due a due disgiunti

alaloro unione ¢ E; € O. Per la Proprieta (B) della Definizione T4 otteniamo

Y PD) = Y Y PDNE) = Y > PDNE) = ) PE).
i=1 i=1 j=1 =1 =1 =1
Quindi, la nostra definizione del valore P(A) non dipende dalla decomposizione di A in elementi
due a due disgiunti di D.

Rimane la verifica che A — P(A) definisce una probabilita su S(9). Chiaramente P(A) > 0
perogni A € B(D) e P(Q) = 1. Siano alloraA = D;U...UD,, e B=E,;U...UE, due eventi



154 Appendice C. Probabilita booleane con la funzione di ripartizione

disgiunti di () dati come unioni disgiunti di elementi Dy, ..., D,,, rispettivamente, E\, ..., E,
di D. Dalla (CCT2) concludiamo che AN B puo essere vuoto, se e solo se ogni (D; N E;) € vuoto.

Quindi, tutti gli m + neventi Dy, ...,D,, Ey,..., E, sono due a due disgiunti, di cui segue
PA)+PB) = P(Dy)+...+P(D,)+P(E\)+...+ P(E,) = P(AUB).
Allora A — P(A) ¢ una probabilita booleana su S(D). m

C.1.6 Osservazione. Notiamo che nella dimostrazione precedente la condizione P(D) > 0 ¢

stata usata esclusivamente

C.2 Probabilita sugli intervalli

C.3 Prodotti di semialgebre booleane
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DIMOSTRAZIONE INCOMPLETA.  Visto che (come nell’ Osservazione 2224
A X..XA,)NB X...xXBy,) = AiNB)X...x(ANBy,),

con 'uso multiplo della legge distributiva vediamo che A ¢ chiuso sotto intersezioni.

Poiché
[UAIIX...XA;,Z] = ﬂ(A’lx...xAﬁn)C,
i=1 i=1

e A & chiuso sotto intersezioni, basta se dimostriamo che (A| X... ><Am)C € A. Osserviamo
che

Al X... XA = A1 XxQy X...xQ,)
NN XL XA XX Q)
N...NQ X ... X Q1 XA.

C

Come nella proposizione X3 abbiamo (£ X. .. XA;X. . .XQ,,,)C =Q;X.. .><AJ. X. .. X

Allora, (A X... xAm)C ¢ I’'unione degli insiemi Q X ... XAJC. X...XQ,(G=1,...,m)e,
quindi, un elemento di A. Poiché A ¢ chiuso sotto complementari ed intersezioni, secondo
I’Osservazione LT T3 A ¢ un’algebra booleana.

E sempre possibile scegliere gli A; € Aj della rappresentazione per un elemento di A
tali che gli insiemi (Ai X ... X A,ln) s e (A'l‘ X ... X A;) sono due a due disgiunti. (Per
esempio,

(Ax B)U (C x D)
= (AxB)N(CxD)O)U((Ax B N(CxD))U(AxB)N(C x D)).

Inserendo
AxBC = A x Q) U@ xBY) = A0 xByu AL x BCY U (4 x BO)

e la formula analoga per (C X D)C, dopo qualche applicazione della legge distributiva otte-
niamo una decomposizione in insiemi prodotti disgiunti. Ci accontentiamo di questo ragio-
namento molto telegrafico.) Quindi, se esiste una probabilita, su un elemento di A dato in
una decomposizione in prodotti disgiunti tale probabilita & unica e la dobbiamo definire

k k
P(uA’I X ... ><Ajn] = Z:‘Pl(A’l) o Pa(AL).
= 1=

Rimane il problema di dimostrare che tale definizione non sia contraddittoria, cio¢ che il
valore assegnato dalla formula non dipenda dalla decomposizione scelta. Una dimostrazio-
ne veloce ed elegante richiederebbe conoscenze del secondo semestre di un corso in algebra
lineare. Una dimostrazione diretta ¢ lunga e complicata. La omettiamo. m
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C.3.1 Proposizione. Siano D; semialegbre booleane su Q; (i = 1,2,...). Allora l’insieme
D =D X.. XD, XQu XQuu X... : neN,D €Q,....,D, € Q,}
e una semialgebra booleana su € := Q; X Qy X ... .

DimosTtrAZIONE. D contiene € ed ¢ chiaramente stabile sotto intersezioni. Il complementare di
un elemento Dy X ... X Dy X Qupy X Qi X ... di D& (Dy X ... X DYC X Qppy X Qg X ..
dove il complementare di Dy X ... X D, ¢ calcolato rispetto a {2 X ... X €,, come 1’abbiamo gia

dimostrato nella Proposizione IZX3. Poi

C
(Dlx...an)C = [(Dlxgzx...xQn) N ... N (le...xQn_lan)]
= (D?xsz...xQn) U ... U (le...xQn_lxDE) = E,U...UE,,

dove poniamo Ej 1= Q) X ... X Q| X D,E X Qi1 X ... X Q,. Notiamo la seguente procedura

generale per trasformare un’unione in un’unione disgiunta:

E U...UE, = Elu[Eszf]u[Em(EluEz)C]u...u[Enm(Elu...uEn_l)C]

————
=E|VE,

=E|UE,UE3

=E|U..UE,
= EU|ENEY|UEsnES nES|U. U|E,nE . nEC .

(Esercizio: Verificare che gli E; N E? N...N E,E_l (k = 1,...,n) siano veramente due a due
disgiunti.) Per verificare che E; U ... U E, sia un’unione disgiunta di elementi di D basta di

dimostrarlo per ogni E;NE lC n.. .OEE_I. (Esercizio: Perché basta?) Per tali intersezioni troviamo
EkmEIC m...mEE_l = D X...XDy, xD,E X Qi X ... xXQ,.

DY & I'unione disgiunta di elementi di Dy, quindi, Dy X ... X Dy X DY X Qi X ... X Q, &

I’unione disgiunta di elementi di . m
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Nessuno dei libri [Ball3, Cef93, Bal98] puo sostituire queste dispense. Pero la loro lettura puo
aiutare alla comprensione degli argomenti, mettendoci luce da un punto di vista diverso e, forse,
piu standard. II libro [Bal(3] di Baldi ¢ quello piu elementare, mentre il libro [Bal98] dello
stesso autore ¢ indirizzato (anche) a studenti di matematica. (Contiene anche un capitolo esteso
sull’inferenza statistica.) Il livello del libro [Cef@3] ¢ piu avanzato, in che 1’autore introduce
la teoria della misura e ne fa uso conseguente. Non vogliamo, comunque, nascondere il fatto
che il libro di Letta, oltre a studenti di matematica, si riferisce anche esplicitamente a studenti
d’informatica.

Il libro [Guedd] di Denis Guedj, un romanzo giallo di notevole livello letterario — e allo
stesso tempo un compendio della storia matematica dagli inizi fino al diciannovesimo secolo,
lo vorrei raccomandare a chiunque che abbia paura della matematica senza saperne il perché.
(Chiaramente, le mie aspettative non sono che chi legge il libro dopo la lettura sappia perché ha
paura della matematica, ma piuttosto che si renda conto che non c’¢ ragione di averne paura.)
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