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Kapitel I: Einleitung

Das Positronium, also ein leptonisches System aus einem Elektron und seinem
Antiteilchen, dem Positron, hat wegen seiner Einfachheit seit der Entdeckung des
Positrons schon immer besonderes Interesse auf sich gezogen. Vor allem sein
Spektrum, also die Energiewerte bzw. Anregungszustinde, die es annehmen kann,

ist zu allen Entwicklungsphasen der Theorie Gegenstand der Berechnungen ge-
wesern.

Dafiir kam zun#chst natiirlich die Quantenmechanik (QM) in Frage, auf deren re-
lativistischer Formulierung basierend, Dirac ja die Existenz des Positrons vor-
hersagte. Die heute noch genauesten Ergebnisse liefert die Quanten-Elektro-
Dynamik (QED). Sie beschreibt, etwas bildlich gesprochen, die Wechselwirkung der
beiden Teilchen durch Austausch weiterer Teilchen in mehr oder weniger kompli-
zierter Form. Beschrinken wir uns bei den Berechnungen auf nur ein ausge-

tauschtes Teilchen, ein Photon, so reproduziert die QED das Ergebnis der QM.

Eine andere Sorte von Teilchen, die Hadronen, der z.B. das Proton und das Neu-
tron angehdéren, sind aus heutiger Sicht als zusammengesetzte Systeme anzu-
sehen. Die Konstituenten, die sogenannten Quarks, gehorchen den Gesetzen der
Quanten-Chromo-Dynamik (QCD). Hier kénnen wir nun auch fragen, wie ein Sy-
stem, bestehend aus einem Quark und dem dazugehdrigen Antiquark, genannt

Quarkonium, sich verhilt, und insbesondere, wie sein Spektrum aussieht.

Nun kénnen wir wie in der QED versuchen, die Wechselwirkung durch Austausch
von Teilchen zu beschreiben. Diese Vorgehensweise entspricht einer Stérungs-
theorie, bei der die GréBen nach der Stirke der Kopplung entwickelt werden.
Dabei bedeutet eine grépere Zahl der beteiligten Teilchen auch eine hohere Po-

tenz der Kopplungskonstanten, mit der die einzelnen Beitrdge multipliziert wer-



den. Da die dimensionslose Kopplungskonstante kleiner als eins ist, werden die
hoheren Terme zusehends unterdriickt. Hier ist es nun auch wieder so, dap die
Beitrdge, bei denen nur ein Teilchen ausgetauscht wird, das Gluon, eine Wech-
selwirkung ergeben, wie sie auch im Positronium auftritt, nimlich die Coulomb-
Wechselwirkung. Man koénnte also fiir eine n#dherungsweise Berechnung einfach

schauen wie sich die beiden Teilchen nach den Gesetzen der QM verhalten.

Leider ist es so, dap die Stdérungstheorie eine weitere Sorte von Beitrdgen unbe-
riicksichtigt 14pt. Die QCD ergibt nidmlich, dap das physikalische Vakuum, also
der Zustand geringster Energie keineswegs ein Zustand ohne Teilchen ist. Ahn-
lich. wie in der BCS-Theorie der Supraleitung, in der der Grundzustand von
Cooper-Paaren, das sind durch Phononenaustausch vermittelte Bindungszustinde
zweier Elektronen im Festkorper, gebildet wird, ergibt sich, dap das QCD-Vakuum
aus einem Kondensat von Gluonen besteht. Mit diesem Gluon-Kondensat wechsel-

wirken jetzt natiirlich auch die Quarks.

Bei der Beschreibung unseres Quarkoniums sind wir heute weit davon entfernt,
exakte Resultate angebenzukénnen. Wir sind also gezwungen, uns auf Modelle
zurlickzuziehen, in denen der eine oder andere Aspekt der ‘quantenchromodyna-
mischen Wirklichkeit' vernachldssigt, oder doch zumindest so stark modifiziert

wird, dap Berechnungen méglich werden.

In dem Modell, in dem wir versuchen, dem Problem zu Leibe zu riicken, wird als
wichtigste Annahme die Wirkung des Gluon-Kondensats simuliert durch ein
stochastisches Hintergrundfeld. Fiir dieses Feld E(L) nehmen wir weiter an, dap
es eine gaufsche Verteilung aufweist. Das bedeutet, dap seine Verteilung durch
das zweite Moment schon vollstindig bestimmt ist. Fordern wir noch Rotations-—

symmetrie und zeitliche Translationsinvarianz, so erhalten wir die Form
* 5 (¢-t)
1.1 CEL(f) Ea(i:» = o c &

Die Kopplungskonstante ist so gewihlt, dap ({(0)=1 gilt. Sie gibt an, wie stark
die Quarks an das Gluon-Kondensat koppeln.

Doch selbst mit diesen starken Vereinfachungen stellt sich heraus, dap Berech-
nungen kaum mdéglich sind. Wir miissen also noch eine weitere Vereinfachung
anbringen. Sie besteht darin, dap wir von der Coulomb-Wechselwirkung Abschied

nehmen, und auf den guten alten harmonischen Oszillator zurickgreifen , also



die Annahme, dap die Quarks durch eine harmonische rotationssymmetrische
Kraft aneinandergebunden werden.

Um Aussagen iiber das Spektrum unseres Systems zu gewinnen, werden wir einen
im Rahmen des Modells exakten Ausdruck fir die greensche Funktion des Systems
am Ursprung ableiten. Da unsere Annahmen insgesamt dazu fiihren, dap die
greensche Funktion in drei gleichartige Faktoren fiir jede Raumrichtung zerfillt,

genligt es uns, die greensche Funktion fiir den eindimensionalen Fall zu finden.

Die Resultate, die wir fiir das Spektrum erhalten, zeigen, dap wir es nicht mehr
mit einem #Aquidistanten Spektrum, sondern mit einer Uberlagerung zweier #dqui-

distanter Spektren zu tun haben.

Fir Literaturangaben sei auf die Liste in [1] verwiesen.



Kapitel II: Die Methode

Dosch und Simonov haben in [1] nach einer Methode, die auf Feynman [2]
zurickgeht, den folgenden Ausdruck fiir die logarithmische Ableitung der green-

schen Funktion unseres Oszillators nach der Kopplungskonstanten abgeleitet:

:JccE«zT-:) 258 (¢ f T T)

g 315 s ¢7-T) S5 m{ﬂf(f&(v) ~~U2(~T})+ Y xir) +x‘xm’))}m,:o
L e -2 (§ %l T) = %, (-T) § :

Hierbei ist x(t) die stetige Losung der "Bewegungsgleichung"

I

Q-0 XJ({‘T) + &‘J\(i‘*o')

-
m(uﬂx(i) _xW) + ¢ 50[3 cftt%)X(S)
T

zu den Randbedingungen

2-3 X(T):E ,X("T)zdl



Xo(t) ist die LOsung der homogenen Gleichung zu desselben Randbedingungen,
also

2-4 x,(t) = X(é)x =0

Die Zeitfunktion x(t) héngt also - im Gegensatz zu =xo(t) - aufer von den
Randbedingungen noch von den Parametern 2.9, § ab. Definieren wir den line-
aren Operator O[x]|(t) durch die rechte Seite unserer Bewegungsgleichung, und

bestimmen X, (t) als Lésung von

o Ster) = Olx ]

mit den Randbedingungen
2-6  Xo (T) = Xy (-7) =0 ,

so kénnen wir x(t) schreiben als

s x(E) = XJE) v 2 x b)) + X X0,

Xo(t) héngt, wie bereits erwidhnt nur von den Randbedingungen ab, X,r(t) nur

noch vonv, und die Abh#ingigkeit von %,%' ist nun explizit ausgedriickt.

Wir setzen dies in (2-1) ein und erhalten fiir K

2-9 'J((C,f,"zﬂ',’” =

XJ«(JG- (((?—W} '{%(XT(O') %Xo_(?))
-1
+(dxim -2 (8 X (T) “'I*T(-T)))‘(%YOW‘%"(fxr”)"lxc(‘v))

&_’\-§|

-
2



Zu (Sq)=0 gehort natiirlich xo(t)=0, so daB wir unter Ausnutzung der Symmetrie

von Y erhalten

2-10 j{((‘O(O{T(-T) = “{ &S (1’{(10" (C(’I“W) XT((T) .
=T

Fihren wir noch die symmetrische bzw. antisymmetrische Losung der homogenen
Gleichung x.(t) bzw. x-(t) ein, die den Randbedingungen (1/2,1/2) bzw.

(1/2,-1/2) geniigt, so kénnen wir xo(t) schreiben als

-

et X)) = (E4) xlE) o (E-m) X ()

Damit erhalten wir fir die zweifache gemischte Ableitung von K am Nullpunkt

g T
515 _3._1 (c,o(OIT,'—T} = - HJ’{ Jo ¢ [ -¢)
It am_ =T

: T ‘ (-T))
- Y -x.(0)) +—= X
(4 el #3:071) =32 R T)) « (4 Lt =0 0)) 43 X ET).
Das sind im Prinzip die Ausdriicke, aus denen das gerade und das ungerade

Energiespektrum zu bestimmen sind. Um sie mit Leben zu fiillen missen wir also

jetzt noch die Bewegungsgleichung l6sen. Das soll im nichsten Kapitel geschehen.



Kapitel III: Die Loésung der Bewegungsgleichung

Unsere Aufgabe besteht darin, die Gleichung

3-1 J\(f“?) = O[X](f) T
m (W X[ - 5((%/) + C Se(s c((£~s)x(s)
-7

|

mit Randbedingungen zu ldsen. Es handelt sich dabei um eine lineare Integro-—
differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir diirfen also hoffen, dap ihre allge-
meine Losung sich zusammensetzt aus einer speziellen Losung der inhomogenen,

sowie Linearkombinationen zweier linear unabhéngiger Losungen der homogenen
Gleichung.

Wir sind bei den Uberlegungen des vergangenen Kapitels sowieso schon davon
ausgegangen, dap die Losungen der Gleichung durch die Vorgabe der Randbedin-
gungen eindeutig bestimmt sind, und dap zu jeder Randbedingung auch eine L&-
sung existiert. Sollte sich dies im Laufe der weiteren Erdérterungen als falsch
herausstellen, so ist natiirlich das ganze Verfahren in Frage gestellt. Der Frage
der Eindeutigkeit werden wir gleich nachgehen, wogegen sich der Existenznach-

weis durch Angabe einer Ldsung natiirlich von selbst erledigt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit geniigt es, sich nur die homogene Gleichung



.
ki - Y - (
sy 0= mletx(E) - XE)) 4 c:ie(s @(k=s)x(3)

anzusehen. Wir beachten zunichst

:_‘l.by S8 (1-4) x(#) = x(t)
N

3-2

und definieren

5 - ¥ :
s @ UES) ol (-8 q¥'=5)
-T

Jede Losung von (3-3) erfiillt somit folgende Integralgleichung

T c
aes c et = X1E) —J(d(siva(t-s)(t-s)d ‘< (P(e,s)g X(s)

mit durch die jeweilige Lésung bestimmten Konstanten c1,c2. (Die Reihenfolge der
Integrationen ist wegen der Stetigkeit des Integranden auf kompaktem
Integrationsbereich erlaubt.) Andererseits stellt (3-5) eine fredholmsche Inte—
gralgleichung zweiter Art dar, fir die (s.z.B. [3]) ein Eindeutigkeitssatz existiert
1) . Demnach miissen zu verschiedenen Paaren €1,z auch verschiedene Losungen
gehoren. Offensichtlich h#éngt die Lésungsschar linear von ci1,cz ab. Es kann sich
dabei also nur um Linearkombinationen zweier linear unabhingiger Funktionen
handeln. Da wir aber genau zwei linear unabhingige LOsungen der homogenen

Gleichung erhalten werden, miissen diese vollstidndig sein.

Zur Auffindung der Lésung von (3-1) werden wir in folgenden Schritten vor-
gehen:

1. Wir werden die Gleichung unter Verwendung der greenschen Funktion des nor-
malen Oszillators (¢=0) in eine fredholmsche Integralgleichung zweiter Art um-

wandeln, in deren Inhomogenitdt die Losungen der homogenen Gleichung bereits

1) Wir konnen jedenfalls durch ein geeignet klein gewé#hltes ¢ die Eindeutigkeit
garantieren. Wichtig ist nur, daB in [0,c] kein Punkt des Spektrums des Inte-
graloperators Uberstrichen wird, well ja anschliepend noch f{iber dieses Intervall
nach c integriert werden soll.



eingearbeitet sind. Fiir derartige Gleichungen existiert im Prinzip ein Losungs-

verfahren (sukzessive Approximation). Wir werden aber zunichst

2. die Integralgleichung auf dem endlichen Intervall (=T, T) in Fourier-Reihen
entwickeln und einen formalen Ausdruck fiir die allgemeine Losung ableiten. 2)
Diesen auszuwerten ist im Prinzip méglich und wir verfiigen zu diesem Zeitpunkt

sogar schon Uber das nétige Riistzeug, die entstandenen Terme auszurechnen. Es

erweist sich aber als einfacher,

3. nur die Struktur des formalen Ausdrucks zu analysieren, und daraus auf die

Bestandteile der Losung zu schliefen. Diese werden wir dann

4. in die urspriingliche Gleichung einsetzen, um die noch freien Koeffizienten zu

bestimmen.

Beginnen wir also:

3.1 Die Integralgleichung

Wir betrachten (3-1) mit einer bestimmten Losung x(t), bringen den Integralterm
in (3-1) auf die rechte Seite und kiirzen diese mit f(t) ab:

-
sa-1 f(E) = J\(é-?) - CSJS c((é\s} x(s)
~T

- (e x(E) = K8,

Diese Gleichung sieht formal wie die Gleichung des normalen Oszillators mit der
Inhomogenitédt f(t) aus. Sei g(t) nun diejenige greensche Funktion des Oszillators,

die im Unendlichen abfdllt (sonst kénnen die Existenz der im weiteren auftre-

2) Dle stetigen Lésungen einer derartigen Integralgleichung sind rektifizierbar.

Wir dirfen deswegen nach dem Satz von Dirichlet (s.[A3]) die Entwickelbarkeit
annehmen.



tenden Integrale sowie die Vertauschbarkeit einiger Grenzprozesse nicht garan-

tiert werden):
s (E) = m (wigle) =3 CE]),

Dann kann sich

s1s WX (E] = jd{e',{(e’) 3(6-%')

nur noch durch eine Lésung der homogenen Gleichung von x(t) unterscheiden:

siea x'(E) + § )= x(E

wobei

o - Wyl =5

3.1-5

gelten mup. Welche spezielle Lésung der homogenen Gleichung gemeint ist, hingt

von der Losung von (3-1) ab, von der wir ausgegangen sind.

Setzen wir nun x'(t) in (3.1-3) ein, so erhalten wir

-
sa-6 q -7 ¥ qlt) = x(t) +¢ SJﬁ’JJS3(1:-45‘)?(&'—8/,\/(5)
-7

mit der durch x(t) bestimmten Funktion ?g’(t).

Geben wir andererseits g(t) vor und bestimmen dazu x(t) so, dap (3.1-6) erfiillt

~wird, dann sehen wir, indem wir den Operator

3.1-7 DH = "'7’(‘4)2 - ‘)iz/

10



auf (3.1-6) anwenden, dap automatisch auch (3-1) erfiillt ist.Fiir g(t) erhalten
wir nach [A1]
- wltl
(4

3.1-8 ‘3“5) L m W (

und fiir Z’,'(t) kommen ersichtlich alle Linearkombinationen von sh(Wt) und ch(@t)
in Frage:

(k) = &, q.lt) + a g'(‘:)!

+

92

3.1-9

wobei

3.1-10 %’,(H: O&U{Z , ’c;_(é) : shh ot .

Wir setzen dies nun ein, ziehen erlaubterweise die t'-Integration vor und er-

halten die angestrebte fredholmsche Integralgleichung zweiter Art:

3.1-11 Cj({'dr) + af- §+(é) k C,(V. ﬁ-([:} =

Hierbei wurde
- C
3.1-12 Z“‘-‘) = 2wt

definiert. Dan nur von t-s abhfngt, sieht man durch die Substitution t'= t'+

s . DaBZ auferdem noch symmetrisch ist, erhilt man durch die Ersetzung t'= t
+ s - t".

11



Bis hierher war unsere Betrachtung von der speziellen Gestalt von C( unabhéidngig,
solange nur einige schwache Voraussetzungen wie z.B. Stetigkeit und

Beschridnktheit erfiillt waren. Nun aber wollen wir dafiir die Form

-t
3.1-13 Q“') = €

mit der Korrelationszeit

i z 4
3.1-14 TG, = _‘E‘

annehmen. Laut [A2] erhalten wir damit fir Z

c el o ~oltl 5
sa-15 (k) = I (C .C:.._n_" ' Bk ‘_Qi-cf .

3.2 Die Fourier-Reihen-Entwicklung

In (3.1-11) werden die vorkommenden Funktionen im Folgenden auf das Intervall
[-T, T] eingeschrinkt und dort in Fourier-Reihen entwickelt. Die Definitionen
und Eigenschaften der Fourier-Reihen, wie wir sie hier verwenden werden, sowie
ein wichtiger Satz, der sich mit der Darstellbarkeit bestimmter Funktionenklassen
durch Fourier-Reihen befaBt, sind in [A3] zitiert. Damit schreibt sich (8.1-11)

nunmehr
5 g () &6 Gom + A g X e L Awr "«
oder kurz

X
-~ ~ = X —
3.2-2 %("’) oy e bao - Z .

12



Fir die formale Loésung dieser Gleichung bezeichnen wir die Inhomogenitidt kurz

als f bzw. fn und lésen die Gleichung nach x auf:
X
3.2-5 X = ‘g + ;{

Die sukzessive Approximation besteht nun darin, eine Folge von Niherungs-
losungen zu konstruieren, von der wir annehmen, dap sie gegen die gesuchte

Losung konvergiert. Wir beginnen mit

o

3.2-3 Xe = 4 .

Die (n+1)-te Iteration gewinnen wir, indem wir die n-te in die rechte Seite von

(3.2-5) einsetzen:
= + X
3.2-4 Xy, {+ X :

Damit ist unmittelbar ersichtlich, dap wir im Konvergenzfall eine Ldsung er-

halten.

Wie wir durch fortwidhrendes Einsetzen leicht sehen, lapt sich die n-te Iteration
schreiben als

h )
t
3.2-6 Xau T Z Z’g .
\= 0

Unser Verfahren konvergiert also auf alle Fille dann, wenn die geometrische
Reihe von 2’ (operatornormkonvergent) existiert. Als Integraloperator mit be-
schrinktem Kern ist x stetig, besitzt also eine endliche Norm. Diese wird auf
alle Fille kleiner als eins, wenn wir nur. ¢ klein genug wéihlen (vrgl. auch FN

S.8). Wir erhalten also mit

%’ "
3.2-7 X < - 7(

13



die Lésung von (3.2-5)

3.2-8 X "X‘{‘

Nun gilt es alsz zu bestimmen. Dazu benétigen wir zunidchst die Fourier-Dar-
stellung vonx. Nach [A4] ist sie mit den Ersetzungen

ol o arT
3.2-9 AL T — V0S =

W

gegeben durch

3
3.2-10 B —C-(:T) ) :ﬁt ) ( 14,1 - ’-4[‘) Qg\“v’
Z L . /g--( Nt o
87, 2 T %
“w‘q,elT.(’:—ﬁw\ ass ' LN
- (‘4) 1% (p‘q’)(p‘m') LT (") (& +)

Dieser Operator 14Bt nun bei nidherer Betrachtung eine interessante Struktur er—
kennen. Er ist ndmlich die Summe aus einem diagonalen Anteil D, einem beziig—
lich Vertauschungen der Vorzeichen in den Indizes symmetrischen Anteil S und

einem diesbezliglich antisymmetrischen A, also

3.2-11 X‘—D t 5+’4|

wobei

3.2-12 D““ = D,( J\zm | D{ :'D-’ l

14



gilt. Beachten wir nun, dap symmetrische Operatoren multipliziert mit antisym-
metrischen null ergeben, sowie daP die Multiplikation eines beliebigen Operators
mit unserem D dessen Symmetrie— oder Antisymmetriecharakter nicht verdndert,
so folgt, dap bei Ausmultiplizieren des Beitrags Z" alle Terme null werden, die

sowohl S wie auch A als Faktor enthalten. Damit zeigen wir durch vollstiindige
Induktion:

h b
5213 Z\« - (DFS)L\ v (D+/4) ""D

Fir n=0 ist die Aussage richtig. Sei sie nun fiir n als richtig angenommen. Da-
mit erhalten wir

P A & (D+s)'D + (D AT = D

L (D) s+ (DrA)TS b3

«, -DA
L (D¥S) 4+ (D#A) A Y

Der finfte und der sechste, sowie der siebte und der neunte Term heben sich
aufgrund der vorangegangenen Erlduterungen gerade weg. Die noch verbleibenden

Terme liefern dann gerade die gewiinschte Aussage fiir n+1.

Wir kénnenX also schreiben als

o
oe W = W
sa-156 X = Z (D+S) \‘-VZ (D +4)

< h
D
%

"

[N

15



Hierbei tritt zweimal die geometrische Reihe einer Summe von zwei Operatoren D
und M (mit M=S bzw. M=A) auf. Multiplizieren wir die Potenzen aus, so sehen

wir, daB die Summe iiber genau alle Terme des Aussehens
(“ (:.1 (‘-‘ (h"' M D Lk
3.2-16 DMD MD MMD

mit k,io,...,iké/No geht. Kénnten wir also beliebig umordnen, so lautete mit der
Abkilrzung

-

3.2‘-‘17 @ = th

nz d
das Ergebnis
o o 2, ;1 ly
- ™ D M M‘..MD
3.2-18 Z (D+M) :z ' ? D
oy h:o ‘o.ﬂ'llh:o

D5 wmD),

Dies ist nach dem Satz in [A5] in der Tat richtig, wenn die Summe der Normen
der beiden Operatoren kleiner als eins ist. Auch das ist wieder nur eine erfiill-

bare Forderung an die Kleinheit von c¢. Wir erhalten somit

o =2 k
s2-19 A = 0@ + D Z (SD)LL +DE4(/4"O) .

h:n

Betrachten wir uns nun S bzw. A noch genauer, so erkennen wir, dap sich beide
in der Form

= f
ZMXMm

=a

3.2-20 M‘

h\ .
(

oder kurz

16



T . \
o M= 2 MM

als Summe {iber zwei dyadische Produkte schreiben lassen. Aus den hinteren

beiden Termen in (3.2-19) werden damit Ausdriicke der Form

von [§ 0D =T LOHLED MY

Ly hra CaeelT
(MM (D),

3 @[T,

" oder kurz

3.2-23 ZQQMD zDM\)[:‘E )] MQCD

‘0 1

Hierbei ist mitc}{.die 2x2-Matrix

3.2-24 J{’t’) = (M‘ @ M ) Z M Un, M,
gemeint. Damit erhalten wir

3.2-25X D + Z ‘DS ‘e
+ Z <D/4 Z(VA,‘JJUQ

17



Um jetzt die LOsung von (3.2-5) zu erhalten, miissen wir den Operator auf fm

anwenden. Um aus den Fourier-Koeffizienten der Lésung die Zeitabhingigkeit zu

gewinnen, missen wir sie mit ei!Wt/T  {iberschieben:

3.2-26 x(t] = (e'D'{)(
3 ens) - [L Y] s204)

'Y
1 . bt L \"J \
.y ({@A‘)‘[Z(V‘t) JMBZO'{)‘
;“:A kze
Hierbei bedeuten

: e £ t
3.2-27 (QDM|>({:):; € ’@Uv.M

(M D4 :EM'Q Dewde .

Nun missen wir natirlich D, S! und A! in (3.2-10) identifizieren. Wir entnehmen

(U
]

N
}sd

"

Y
q?s
> = .
0

2

>

18



.
~
'
QY
e
>
N
>\
ol IS
4
A

mit den Abkiirzungen
" ape (T )3 1
3.2-29 d = ""‘M “\ % /3’-41
- 2%d
nN-<
] = —
o) 27 d

3.3 Der Lésungs Ansatz

Zur weiteren Analyse der Ldsungsstruktur benétigen wir jetzt das Aussehen der
umschreiben

Inhomogenitidt. Nach [A4] 14Bt sie sich mit neuen Koeffizienten a..

als
P +3:8" e~ 30(?14—6{*3,,#(:(_3_

Cj((r) + 0;34

3.3-1
mit
o
“S WU =
3.3-2 I < i
S Rl (’t’ = ® I
30”\ ) 'L’V‘Z ?I'Z o('l - W'l
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Setzen wir dies in (8.2-26) ein, so erhalten wir zunichsteinmal einen Beitrag
3.5-3 {CDC“(T))“—').

Alle anderen Beitrige sind Linearkombinationen der (eDMl)(t). Da aber diese nach

[A6] ihrerseits wieder Linearkombinationen von
3.3-4 S,e\vi‘t \o@«vit,

mit

3.3-5 V

|
{(atew) \/1;“‘“” =

1+~
1

sind, konnen wir fir x(t) ansetzen

A ~ ~ \,é ~
3.3-6 X({~): (eﬂjol?))(é) +2+ oﬁv‘f +2_0£\V_i' + ""‘;a ¥ +f4_s,{;\/_i"

Fiir (3.3-3) finden in [AS6]:

dL¢ 1

3.3-7 (e ;Dgo(?f)) (t) = — ' ) % _;:1
~1t-2l)
i (T-1t-7l) 1 M
14 — & - — - b2 1 Vv S’Z\ V. T
v"z_wl \/‘_ y& VfT V., - o = .
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3.4 Die Bestimmung der Koeffizienten

Um die Koeffizienten in (3.3-6) zu bestimmen, miissen wir sie jetzt in (3-1) ein-
setzen. Betrachten wir zunichst den Anteil, der zu dem Differentialoperator
De= m@w?z - btz) gehort. Bei den simplen Cosinus und Sinus hyperbolikus repro-

duzieren sich die Funktionen bis auf einen Faktor selber:

5 St T, chvst
3.4_1D“(9€\V+L~ :—’V\Z(Vt CJ) ;(A\u_é .

Bei den in (e])go(1))(t) vorkommenden gestiickelten Funktionen ist dies nicht

anders. Es kommen aber nach [Al] noch Beitridge mit J—Funktionen dazu:

3.4-2 DH C/e\ Vt(T‘“-H) =

o (0 %) Sy v (T 1h20) # 2que b T (6T,

Unter Verwendung von

Ne¢
ik

g
8.4-3 A ‘001)( vt Wq) -

finden wir
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.~+(wtw7F¢JUuE-Lwﬁ67ﬁ.%wf:L

Nun ist noch der Integralanteil

T
3.4-5 'S X oS C((E '5/ X(s)

=1
zu bestimmen. Es handelt sich dabei um elementare Integrale iiber Exponential-

funktionen mit zerstiickeltem Integrationsbereich, die in [A7] ausgefiihrt sind.

Fiir' die Cosinus hyperbolicus-Funktionen in (3.3-7) erhalten wir damit die Bei-

trige
T

sacs € ol ¢ (£s) Ky, (T-1t-21) = v—%—&; [‘—QOZ\V*.(TJL'?()
-7 W=

AT 8 adurdat u sk T sRAE) |

te

Sie enthalten drei grundverschiedene Summanden. Die Ersten miissen sich mit den

entsprechenden Ausdriicken in (3.4-4) wegheben. Unter Verwendung von

s = —(V;L‘ ﬂl)

K
3.4-7 (vy - )

und (3.4-3) finden wir dies auch bestitigt.

Die Zweiten haben kein Pendant in (3.4-4). Sie miissen sich gegenseitig weg-

heben. Auch dies erweist sich als richtig.

Die von (e.Dgo(T))(t) noch verbleibenden Terme ergeben, ch(ft) und sh(t) sor-
tiert

-nT

. £ ~_ﬂ%ﬂt(

Q
v‘z -\

Oe\Vrrt ol\v_’é—
Ve &&\V,,T Vo S«&\LT
5«@\\4?: _ shv.T
S’&V\,T S/é\V.,.T

3.4-8

2o

_shat |
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[
Bei den verbleibenden hyperbolischen Funktionen heben sich unabhingig von /L

oder Pu die in (3.4-1) auftretenden Beitrige gegen die jeweils ersten Terme in

(A7-*) weg. Die verbleibenden sind

e e_“-T [JA_Q{:—( LT ev,sbovT } ol T shy 7)

o] L
V+I - -{zl \,- ~ _ﬂ

3.4-9

- ST
‘ _ ad T+ T o gshul+V- 4)
4—3'@\—(”:(%*\ i vi- T

—2—— - [ 4

Damit nun unsere Gleichung erfiillt ist muf die Summe von (3.4-8) und (3.4-9)

verschwinden. Filhren wir folgende Abkiirzungen ein

Ve T
[ - (/6\\/4__,2: ' My = Sle\ = {
3.4-10 4+ - _ -
= Vi S&V;_I _Q_ —‘e\ViT

vas [, =LtV HwT Mi:_@+vto¢&viT’

und
~ J\VtT' £ ‘./\:‘Sfﬁ\\/g—_,/("“.
3.4-12 At, = Ny G SRS \ V‘t - r"' tl‘-—Qi I
&~

so ergeben sich daraus, weil ch(Qt) und sh(at) linear unabhingig sind, die zwei

Gleichungen

3.4-13 r}+ *A— = e ;@__ (/( /(._ 25

W v,2- 2
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L L (ymw) = s

P“‘rv“ - E3et7) v, U

Wir befriedigen sie allgemein durch den Ansatz

"
3.4-14 A+ = £ A td | pe = s ? s

mit noch freien r? undrd. Wir erhalten somit die allgemeine LOsung unserer Glei-
chung (3-1) 3)

X(H - ( eoocso(?))((’-}

3.4-15

v, L

" VL« S’Q\W’é VZ‘VFT'/("L &Z\V_T‘/M‘ .

Als nichstes werden wir, um XT(t) zu erhalten, die Parameter so bestimmen, dap
die Funktion an den Intervallenden verschwindet. Dazu milssen die symmetri-

3) Diese Losung ist, auch wenn wir ihre Struktur nur auf [-T, T] ergriindet
hatten, wie unsere Rechnungen zu Punkt 4. zeigten, eine Losung auf ganz’R.
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schen und antisymmetrischen Anteile jeder fiir sich verschwinden. Der Beitrag

von (eDgo("()) ist symmetrisch:
(¢ 4 . [ '(“' —_— ____.{:-:&/J

s.4-16 (€ D‘So(T))(iT) = ';;I AN \,‘l-wl v
Das ergibt
-x° L vj—ﬂ?)
. (e Daa@)(T) + 44 ( A v
3.4-17 = Vﬁ\ﬁt ) VERRY:
i A-
und
L
Vy'z‘ﬂl N V:z"ﬂ
A . My M
s4-18 |~ = 2 s ot vt .
My Mo

Unter Beachtung der Beziehungen

\ X
3.4-19 4—:—3’— :-2%— AT <t/ :2;:;,
X =y / X~y

finden wir damit
1 1 S
Vo =N

X e A M (@,@%m)(«)
~ _Ns 2T Aa- Save T A daveT
3.4-20 Ri T o+ V+'l-_(z1 \/}—_ﬁ-z |

A 1

IR -1
A N T
SE
s R ~ VAL
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bzw. mit den Abkiirzungen

" " cPU R 3 ~_ﬂ\
3.4-11.a A RO YEY R Moz M (vl-a) = A (Vv /I

Betrachten wir nun wieder (8.4-15), so kénnen wir feststellen, dap die allge-
meine Losung der homogenen Gleichung (3-3) durch den Teil von (3.4-15) ge-
geben ist, der nur von A und j+ abhingt. Wir erhalten des halb fiir die normier-

ten LOsungen x+-(t)

4

3.4-22 X+(\l-) :{‘;{“ (

Cﬂ\V‘,(l« A_(U}\Ql/ - Og\ t
v, T LT

/((?J?/

/ Sﬁ*"t S’_Z‘_.L V.
X_(t) —’(y& A () - M2 JL/

(¥4
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Kapitel IV: Die logarithmische Ableitung am Ursprung

Wir wollen nun K(c,0,0,T,-T) nach (2-10) ausrechnen. Dazu befassen wir uns
zunichst mit

1
4-1 jc/(S (((’C‘S)XT(S) .
=T

Die bendtigten Integrale haben wir im Prinzip schon im vergangenen Kapitel aus-
gerechnet (3.4-5)-(3.4-9). (In den Termen ist noch t durch ¥ zu ersetzen, und
sie sind insgesamt noch durch c¢ zu dividieren.) Hierbei ist es nun so, dap sich
die Beitrdge nach (3.4-8) und (3.4-9) wegheben - die Koeffizienten wurden ja
gerade danach bestimmt. Dafiir tragen aber jetzt die Anteile bei, die dort noch
durch den Differentialoperator kompensiert wurden. Wir erhalten demnach das
Negative von (4-1), indem wir bei (3.4-4) die J—Funktion weglassen, durch c
dividieren, und t durch 7 ersetzen:

T —
4-2 50(8 0 (T-8) X ls) = “,ﬁ — [fc}ﬁv,,r -;’EJ&\LT
-7

Aoyt |V
VANTAN AL

v e T A L,y v
+%[(v,‘-w‘)/hcﬁ«v,r L (8 v G shue H (O sh. :[‘

Fir (2-10) erhalten wir damit

.
4-3 ’}((C‘CMO\T (‘T) = &0‘(’( i* -—4"'- ic}(’\w{\_f(}(\v’?\—} ‘“nn
~T M A A -
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o (e Dy (7)) (T [/1- o@v{ v v ]
A chyT AT

v 3,& =T
. _Qwr"); [(v}—w‘/ ch -.(Vf‘wk/d\v-j+ LL fres [(v}_w\/s;%_v‘_; _ ) 22 ]

6T AT

M V.(.z" "..1 - v"’ v

T
: SJT‘iﬂ . 1 [1 0&\";’_*—4-0\[6\\/_(]
% h_
b Vit A og\ L2 T
anc . A- fﬂ + ; .o :
+ q.‘_‘-lA ’ V:‘\I} V:-(.ol m V_‘-—Cot V_SZ\V_( D&V_T

A1
/(+ /! ..{.{:_.. - )cﬂﬂg’}-(/&v_“(]
~ T TR

1_ N
V+w v*

T T
% 2 1 Cﬁ\ vT
1 vl Cﬂ v T v - -
ﬂ . + w. + v v." 7.
v

1
T 1. 1

bt {:vﬁ—gz_ sl v W @ sﬁvlv—’t

+ 'Z’VVLM V:‘V:‘ ~Q QZ\QV.‘_T JZ- 3’(/\ \/_(
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Der erste Summand hingt nicht mehr von T ab. Seine Integration ergibt einfach
den Faktor 2T. Die Integrationen iiber die in den anderen Summanden auftre—

tenden hyperbolischen Funktionen sind in [A8] nachzulesen. Wir erhalten so

o (o0, ToT) = TR A '[10(&J-1JCJJ
vt LY v.

1
/VVL v‘-_

_n_'\c A ~A_ __’_I___ + A /( T +_ A- ’i_
:u’* vsﬁ\vTcﬂqu oot VS&VTJ'\VT v}

4

+_A:__.L-,)_V+MV;T'\L%&VJ.(L %J&WTLL.iﬂ\v_T)

v 2_wz v2 V+z‘ \I.'L V;‘\wi ‘_ \/_2~ wl V~
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Kapitel V: Die Bestimmung der greenschen Funktion am Ursprung

Wir haben im folgenden also eine Funktion (von ¢ und T) zu finden, deren loga-
rithmische Ableitung mit (4-4) iibereinstimmt, und die fiir ¢=0 mit der bekannten
greenschen Funktion des freien Oszillators iibereinstimmt. Sie ist durch diese
Bedingungen eindeutig festgelegt. Wenn wir also zur Auffindung der LOsung An-
nahmen iber das Aussehen der greenschen Funktion machen, so haben wir damit,

sofern wir eine Losung finden, keine weitere verschlampt.

Doch bevor wir nun die Integrativon ausfithren, bringen wir (4-4) noch in eine

angenehmere, weil liberschaubarere Form:

‘ 2 T — A vt vf-ﬂz
5.1 W) == - — - T. :c,((«’Z%T—IJe\?V—’ ;[_(,_,.._.. F )

* ML Vc‘ A Vs

==y

K
?_ 'l V+?‘J2
‘f_._.f.(,aq Yy § ¥ == T
A L

+ - { 2 (\/4_ KWT -V EL\ V'T)((_V+1‘Jll/ ’r(V_?—JZ—l))
ve-ve LA
(/a’\V*T‘ v JC]V__T)((U;lv 1/ 4(\/}-‘/21//}]

A
o O
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Wir haben hierbei regen Gebrauch von (3.4-3) und (3.4-7) sowie den Definitio-
nen derA und M gemacht. (Z.B. in der Form

K a —
5-2 A:(VE*ﬂ\)-ﬂ&V;'ﬁ)ziA—Vi(vi A7t ')

Auferdem wurde noch nach den Summanden, die T als Faktor enthalten, und sol-
‘c'hen, die dies nicht tun, sortiert, sowie einen gemeinsamen Faktor vor den
ganzen Ausdruck gezogen. Die Ortsabhédngigkeit wird hier und im folgenden
unterdriickt, da klar ist daB wir uns am Ursprung befinden, ebenso wie die
T-Abhédngigkeit, da T fiir uns eher ein Parameter ist. Wir diirfen nur nicht ver-
gessen, dap (5-1) fir alle T gelten mup.

Wir bemerken jetzt, dap K(c) nur noch vermittels der v:- von c abhangt, und
diese wiederum nur {iiber den inneren Wurzelausdruck in (3.3-5). Nichts liegt
also nidher, als zu diesem als neuer Variabelen v iberzugehen. Wir tun dies

derart, daB zu c¢=0 der Wert v=0 gehort, sowie daB positiven ¢ auch positive v
entsprechen:

% 1l
1 T _ A "(_ U _ 2-'2(
T e

’Wl_ L

Wir sehen, dap der Vorfaktor in (5-1) gerade ein viertel der Ableitung dv/dc er-
gibt. M.a.W. wenn wir die Funktion k(v) definieren als

i W) = 52 G < oy - ke fw),

so ist das gerade ein viertel von (5-1) ohne den Vorfaktor, wobei die v+~ nun

Funktionen von v sind:

Fir die weiteren Betrachtungen benétigen wir noch die Ableitungen
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und

Wie die Funktion k(v) zu iritegrieren ist, scheint zunichst nicht offensichtlich zu
sein. Wenn wir aber annehmen, dap die Stammfunktionen T nur innerhalb des
Argumentes hyperbolischer Funktionen (also exponentieller Ausdriicke) enthalten,
so ist klar, daBp die Terme in k(v), die T als Faktor enthalten, nur durch Ablei-
ten nach dem v innerhalb des Argumentes entstanden sein kénnen. Wir erhalten
diese Terme also, indem wir in der Stammfunktion die v auferhalb der hyperbo-
lischen Funktionen fiir die Ableitung formal als Konstante behandeln. Wir er—
kennen dann relativ leicht, dap die beiden Terme in eckigen Klammern, die durch
A bzw.M dividiert werden, gerade - bis auf einen Faktor - durch die bespro-
chenen Ableitungen von A. bzw. M gegeben sind. Dies ermutigt uns, nun die Ab-
leitung von /\ und Munter Beriicksichtigung der vollen v-Abhingigkeit auszu-

rechnen. Wir erhalten:

~ |-

I V;L-.ﬂ- T v.i-R
5-8 —— = F -

9V 0&1 V-—T

Vs"ﬂi HT + .t - J L, V+T

7 AL TV

_ (JL+V_{“C\V_T)‘(JZ+V+%V+T) J

_— ?_Jzz
M _ T v Loy
v’—‘-—z‘pe\lV.T Z %Vf_
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4 _ At —_
Wl U T v Vw oAy |
T g A

— (L 1-V-C/“~v-7)" (JLFVFU(("V*T)O

Damit sehen wir also, dap durch

fast alle Terme, die /( oderl('(enthalten geliefert werden. Nur die jeweils letz-

ten machen Schwierigkeiten. Mit den Bezeichnnungen

5-10 Qy = A—;— Az, M

|
1A 1M
Vt‘z—ﬂ’(
by = R

sehen wir, dap wir Terme mit der Struktur
5-11 (u, —Q-)'(Lu‘"h.)
bendtigen, aber solche mit der Struktur

5-12 (Q¢+°‘~)‘(5+"I9-)

erhalten. Von den letzteren miissen wir noch

so1s L[ %l —ay L“) s

T
Vi %
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in beiden Féillen abziehen um erstere zu erhalten

. Somit koénnen wir k(v)
schreiben als

1-( C/%{’\'Z' ‘/4. . C/{C\zv_-{- _ __'1_1 4— _’/{_T . 1 2
5-14 R = 1 v " by' kv =g
) (a,e“ J 4 M
Nt o v 9w
Die restlichen Integrationen sind elementar
e =2 2 sy T o4 2 g sloeT
5-15 1 d v 'a
44w, + 4D gty d D X i
+‘12)fv ¥ L(év_z&vxvl ‘LLS—}’@“‘(\/*'V')
-1k o, - [

Unsere greensche Funktion schreibt sich also

4

v, (o l&l\lv(”— ALo)« M(o) )
5-16 G—(C(’V)) = G—(O) '{ ‘

velol V(o) (X6 =\ (o))

AN I

wlv) v.(v) Lv:(v/ - Viv))

L 2v ()T «shav T« A (V) M(v)




Kapitel VI: Das Spektrum

Wie konnen wir nun aus (5-16) das Spektrum gewinnen? Wir wissen, dap in der
herkdémmlichen QM (d.h. mit lokalen Potentialen) die greensche Funktion wie folgt
schreiben 1apt:

-1T €,

o1 GOy, ToT) =2 qutay) e

Wenn wir also iiberhaupt mit einiger Berechtigung von einem Spektrum reden
wollen, so miissen wir (5-16) in eine Reihe iiber E)iponentialfunktionen entwic-
keln koénnen, bei der wie in (6-1) die T-Abhéngigkeit in den Exponenten, aber

die Ortsabhingigkeit in den Koeffizienten steckt.

Mit dem Ergebnis fir G(0) in [A9] finden unter Beriicksichtigung der Beziehungen
e Ve(0) = May (w) Vv (0): Mun (L,w)

fiir das Produkt von G(0) mit der Wurzel der ersten eckigen Klammer in (6-16)
folgenden Ausdruck

A
6-3 Cx (o) - [J"'ZW(OH:&Z\YV-("’T‘/((O/' M) 11
v (o) v (0] [vicoy-\ioy)
QT Iz I

= € A= 2y
(W
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Ziehen wir aus der zweiten eckigen Klammer noch den Faktor

-V+(V)T - V-(U)T
6-4 € - e

heraus, so 14Bt sich nach einigen Umformungen (5-16) schreiben als

-y )-2T

)
/[ —\2
NER S i T w27 (w4 v () 27
SN + X e +tylv) e

Von den hier eingefithrten Funktionen h(v),x+-(v) und y(v) brauchen wir nicht
mehr zu wissen, als daP sie nicht T-abhingig sind, dap fir v=0 ebenfalls un-
gleich null sind, und daB sie, auPfer vielleicht fiir ganz bestimmte v-Werte,
nicht-kommensurabele Logarithmen haben. Damit erhalten wir einerseits fir die

Grundzustandsenergie unseres Oszillators

L]

6-6 E.o = _:2" kv,( + v —_(L>

Dieses Ergebnis stimmt mit dem {iber ein, das Dosch und Simonov in [1] fir un-
seren Fall erhalten haben.

Andererseits konnen wir die eckige Klammer in (6-5) mit unterdriickter v—-Ab-
hingigkeit schreiben als

oA

y

At eu: X )2l €ck(:x-)—2v.-77'+ em*.,)-(wuﬂ

Dies 14t sich mit dem allgemeinen binomischen Satz und nachfolgend mit dem
polynomischen Satz in eine dreifache Potenzreihe der drei Exponentialfunktionen

entwickeln. Da nun die Exponenten nicht—kommensurabel sind, ist es auch nicht
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moglich, dap sich Beitridge, die zu gleichen Kombinationen der v fiithren, sich

gegenseitig wegheben.

Damit kénnen wir nun alle in 5-16 vorkommenden Werte des Spektrums wie folgt

zusammenfassen
6-8 Ek‘t.k - Eo 1_"‘4.\/4. +l4_\{— ,Mi‘e”\/a ‘E%&—G)NO

vN'un wissen wir, daP in der herkdémmlichen QM zu G(0,0,T,-T) aus Symmetrie—
griinden nur die geradzahligen Anteile des Spektrums beitragen. Wir haben also
guten Grund zur Annahme, daB wir auch in unserem Fall nur die ‘Hilfte' des
Spektrums heraus bekommen haben. Dafiir spricht auch die etwas unnatiirlich

wirkende Bedingung, dap die Summe von n: und n- geradzahlig sein mup.

Wir haben ja in Kapitel II mit (2-12) bereits das Riistzeug bereitgestellt, auch
das ungeradzahlige Spektrum auszurechnen. Wir duBern zum Schlup noch die Ver-—
mutung, dap Ausdriicke analog wie in (6-8) auftreten, nur daf nun n++n- un-
geradzahlig sein mup, sowie daB beide Anteile zusammen das volle Spektrum er-

geben. Das Spektrum hitte somit das Aussehen

6-9 E = Eo Ll VRV A . W & /)\/0
Wy he
= (m+t)V F(utf)v -4
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Anhinge

Al: Die greensche Funktion der Oszillatorgleichung

Die gesuchte Funktion ist gegeben durch

- co [ £ wt wl‘:
e e . B
Lwm W 1T wmWw m W

"

Al-1 03”-')

Zum Beweis berechnen wir die im Distributionssinne (s.z.B. 4]

ot by st
.. . € ? bt Jw SIH )
A CS(H =@ e _(w Jé) P +2 é\/f) MW + MW

)
= o glt)m =

und damit ergibt sich die Behauptung

Al-3 (r ) /nl(wcj(e —3(£—))
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A2-1

A2: Die Funktion X (t)

~wliel-s| - alsl
LA ks (s e e
C
o ..c,o(u;\-S) + NS = _w(u-l—S)—_Qf
Jc/{S e t 3”(5 e
-z ()
o o (1El=8) =S
y} As e
JE|
_alkl e -wlth 12
€ Fe at- Wt
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A3: Definitionen und wichtige Eigenschaften der Fourier—Reihen

Sei f: [-T, T] —>C, stetig und rektifizierbar. Nach dem Satz von Dirichlet (s.u.)
ist f in eine Fourier-Reihe entwickelbar
twm X

as-r 4 = L 4woe T
,. ¢

mit den Fourier-Koeffizienten

T ~l‘\m~’_l_l
(
e 4o %.‘JTJ& {lt)e .

Sie erfiillen die mehr oder weniger ersichtlichen Beziehungen

1. e € R (== fu* = f-n
2.a f(t) = f(-t) {(=> fm = fonm
2.b f(t) = -f(-t) <=> fm = ~f-n
1. + 2.a (=> fm = Re fnm + 1“;\‘

1. + 2.b (==> fn

iImfo + T-b.

Der mit einer stetigen Funktion H: [-T, T]2 — € erklirte lineare Operator

T
A3-3 '3“') = S"'(S H({-ﬁ),‘(s}

=

der eine stetige Funktion f in eine stetige Funktion g iiberfithrt, transformiert
sich
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A3-4 G T E Huns 4"‘

wobei
T L \
W?{ (W ;ﬁ [
H - So/l-o(_(( H“(S) &. (
A3-5 by g -ZT ‘
definiert wurde. Die Umkehrung ist durch
| ~ t ~w :,E 5
' - 4 = ( b e (
as-e  [4(L,s) S PA: H...
" "\h
gegeben.
Auch fiir die Hmn gelten die wichtigen Beziehungen
1s H(t,S)G IR (=> Hmn* = H-m-n
2. Homn € K <{=> H*(t,s) = H(-t,-s)

Zum SchluP sei noch nach [5] der Satz von Dirichlet leicht modifiziert zitiert.

Satz (Dirichlet): Sel die Funktion f: [-T, T]— € auf endlich vielen Teilinter—
vallen des Definitionsbereiches monoton und stetig, und existieren

an den Unstetigkeitsstellen sowie den Intervallgrenzen die rechts-—
und linksseitigen Ableitungen.

Dann Kkonvergiert die Fourier-Reihe von f im Inneren der Inter—
valle gegen f, an den Unstetigkeitsstellen gegen das arithmetische
Mittel des rechts- und linksseitigen Grenzwerts von f, und an
Grenzen des Definitionsbereichs gegen das arithmetische Mittel der
Grenzwerte von f an den Grenzen.
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A4: Die Fourier-Koeffizienten der auftretenden Funktionen

Die Fourier-Koeffizienten der Funktionen g:-(t), die die homogenen Anteile der

Losung bestimmen, erhalten wir aus der Darstellung der Exponentialfunktion im
Intervall (=%, M):

.

, ofn T o at (4 CCXK

¥ a X
Ad-1 e ("’"
- j &Ll

{]

Sie folgt aus der Tatsache, dap nach dem Satz von Dirichlet e®* entwickelbar ist
und aus der Berechnung der Fourier-Koeffizienten nach (A3-2). Die hyperboli-

schen Funktionen ergeben sich damit unter Beachtung von (3.2-9) zu

t
o chot = ch At < Z1e ?u;‘cfe‘”'f

T e

e
M’a%

«\.

had <= L e
Bt - BT e
%T' ( Z L+ LT

und die Fourier-Koeffizienten sind

~ sy ¢«
Mo g T e YRR

—_ (3 T
I« T L r AT,

{/

Durch eine geeignete Umskalierung koénnen wir zu neuen Koeffizienten g+-1
ibergehen derart, dap (8.3-2) gilt.

Berechnen wir die Fourier-Koeffizienten von g,[.(t). Sie sind gegeben durch
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T ..w«, —clt-T]
A (

() = — - = f .-

A4-4 QU ‘z'wLCo -1

N A ",u A qw e T

. wT

~wl Tl - L E(ET wf—w/)

Ersetzen wir wieder gemiB (3.2-9), so erkennen wir, daB es sich bei den letzten
beiden Summanden um eine Linearkombination der g+- handelt. Den verbleiben-

den ersten Summanden bezeichnen wir mit

L £
(/2—) / oI . C~‘.'<(n_r
A4-5 30,( 1w °(1+/(L .

Damit ergibt sich unmittelbar die behauptete Darstellung (3.3-2).

Zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten von 2/ bendtigen wir zunichst diejeni-
gen von e-@ lt-s

N\ 'l‘ b
- AxE Lylt-g cwnrf:

|
A4-6 -{'-f:(_—-STSu”:o(S é c < °

Das Ergebnis des t-Integrals kennen wir schon. Wir brauchen lediglich in (A4-4)
den Vorfaktor 1/(2m) wegzulassen, T durch s zu ersetzen, und mit eim®s/T 7y
multiplizieren. Die nachfolgende s-Integration ergibt fir den ersten Summanden
im Wesentlichen ein Kronecker-Delta. Die beiden letzten lassen sich auf (A4-2
bzw. 3) zuriickfiihren. Wir erhalten
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2w ‘u'“‘/l—e‘uoT CO'Z - '( it (%)

A4-7 — —(=1) - .

ngf-(.{%’z i T (50\4'(1%()2)'(@1T[W:¥)2) .

Zusammen mit (A2-1) folgt dann die in (3.2-10) behauptete Darstellung fﬁer.
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AS5: Die geometrische Reihe einer Operatorsumme

Satz: Seien Mo und M: zwei lineare Operatoren in einem Banach-Raum, und sei
{ Mo|| +"ML" < 1. Dann gilt mit

< . h
» A5-1 (/"to :-Zo Mo

o°
(a);/(,o sowie Z (Mo + Mi)" existieren normkonvergent.
h2o

(b) Es gilt

oo " g ke
as-2 ] (My+M.) :(/'(o- Z (M.‘(/%o)
hz=o hzo

Beweis: (a) Die Normkonvergenz folgt direkt aus der Konvergenz der geometri-

schen Relhen iber die Normen.

(b) 1. Auch die Existenz der rechten Seite zeigen wir, indem wir

sie mit den Normen statt mit den Operatoren ausrechnen. Es gilt

rs-s (| Moll € A-IM0

und damit nach Voraussetzung

“Ma“ < ”M‘l_’ > 1
soes IS 20

woraus die Existenz des Grenzwertes folgt.
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2. Die linke Seite erfiillt die Beziehung
aoes (Myth) - (LHS) = (LHS) =T

oder gleichwertig

1

A5-6 (LHS) = (I*Mo-M'«)

Sie ist dadurch also schon eindeutig bestimmt. Wir brauchen also

nur noch zu zeigen, daP auch die rechte Seite (A5-5) erfiillt:

pred k
A5-7 (M°+MA)-(R,H.S.) = (ﬂo-I) 4%0 (Ma‘/{{o)

>/

+ Z (Mﬁ/%v)k — I

K=o

= (LH.S) T L

qed



A6: Die Berechnung der Summen ﬂber'vl

Wir formulieren und beweisen zunichst einen Satz unter dessen Voraussetzungen
sich alle benétigten Summen einordnen lassen.

Satz: Seien c1 € ¢ fiir 1€ £ Zahlen, fiir die es ein MGR sowie ein LoGN gibt, so
' dap gilt

1> Lo == [af < M2,

Mit der Bezeichnung

?
gt YT = G (Y

gilt dann:

(a) Die Summe

el h
Plryel =7 { e el it/

ht4

konvergiert auf

ng("«‘/&/é(sl lgl(k.y‘%)‘<4 dece Mu L € %%

gegen eine analytische Funktion der Variabelen XV 2

(b) Fiir jede Funktion '\}o : ¢ —> ¢ mit der Eigenschaft
Nz'2 = z auf € gilt
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7161 FD(Xl\llz') =
Y €. gl fon I E (2
A

wo
Beweis: (a) Die Summe Pi(x,y,z) = z fFi(x,y,z) konvergiert auf D gegen die

hra

analytische Funktion

4
——f

) (%, Y, %) ~ .
A6-2 Dl()“\/‘?’ ) g‘ vt 4“§<“"Y/H

Sie 14Bt sich lokal durcth-fl(x,y,z)l mit einer geeigneten positi-
ven Zahl C, die nicht von 1 abh#dngt, abschidtzen. Die Summe iiber
Py ist deshalb als lokal gleichmiBig konvergenter Grenzwert ana-

lytischer Funktionen ebenfalls analytisch.

(b) Die Behauptung folgt durch direkte Umformung von (A6-2):

t
(x +«?)-( v +42) - 7

A6-3 ’Pj (xy2) =

'2\
) (@ (ery) #2544 (xmy)) + (frasy) s 4720y )) = 7

o

e
———

4 k] z_ R R -
(3(“‘1)*‘( ) (e~y) T

£ia

§ ! s
= €¢ (% (ety) #VEev)e | %"“‘//-1/%,()(-# 1)
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qed

Mit den Ersetzungen

¢ (T3 c('L y ‘(31
S~ — - >(: { -
A6-4 =

erkennefi wir, dap D = fl(x,y,z) gilt. Damit haben wir
- P
A6-5 ®/C = /( +‘ |‘((XI\I(2').

Die c1, die nun bei der Berechnung der Summen
A6-6 (€-/OCS°(T))U-') | (faOMl)(t)

auftreten, enthalten alle einen Faktor 1/(x+12) oder 1/(y+12). Wir fiihren noch
die Abkiirzungen

2 1
A6-7 yo s §lxey)d \EM‘W T

ein und berechnen

A6-8 —2 -(/]+/P((X\\(ﬂ’))

x4t
4 % < 1_ _ 1 ))
- X{..{‘ (4 y+_r. X;,+'(‘ }(_4'»(1

- 1 _® 1 (4 4)
X+AT Xl LFesx Mxdat o fide

1 1 1
_— % ( x¢I‘~ }‘—”1)

i
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= —— M ?
A EEA N U 3‘4»4'(1 y--X F i

Hierbei haben wir im letzten Schritt von der Beziehung

A 1 -
A6-9 —_ - T T —
X ¥~ X >

Gebrauch gemacht, die zum Verschwinden der Terme proportional 1/(x+12) fiihrt.

Fir den zweiten Fall geniigt es x mit y zu vertauschen.

Fir die (eDSi)(t) ergibt sich damit eine Linearkombination der Summen

L e (4'(:;7‘:.- O&—\/‘—R\,f
A6-10 Z (=) : NS f

u(?;i — £
A6-11 Z‘k\/ﬂ{ L€ ! S ng\ ’\/Yt /\’c:/: .

Die Proportionalitidt zu den hyperbolischen Funktionen folgt hierbei nach (A4-2).
Fiilhren wir noch die Resubstitution der Parameter durch, so erhalten wir in der

Tat (3.4-4), was zu zeigen war.

Fiir (eUgo(?‘))(t) sind die Summen

eutf;?
A6-12 T « 2 = —
1M ¥ Y+ +4

Fihren wir noch eine Argumentverschiebung um T durch, so erhalten wir das
alternierende Vorzeichen. Damit werden die Summen nach (A4-2) zu

A6-13 I i i «c/e\‘q/yi _-{:E q,,-g,r({')

1wt Vo' ha Ve

/
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wobei die Funktion arg,r(t) durch Verschiebungen um 2T dafiir zu sorgen hat,
dap das Argument immer im Intervall [-T, T] liegt. Beachten wir noch die Sym-

metrieeigenschaft des Cosinus hyperbolicus, so kénnen wir fiir arg?_(t) schreiben
A6-14 i q LE) = T-le-l .

Dies zusammen mit (A6-8) und der Resubstitution der Parameter ergibt (3.3-7).
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AT7: Die Berechnung einiger Integrale zur Bestimmung

des Integraloperators

L- sv(s-§) ativd (- rv)s$
Sdsem Ie = e s e

atzvd (- tv)S
_ € . e
N

R A%

ae=s) vis-4)
= So(se (

,&v(S“{)
.ﬂ&i—Vé\ (-./l‘V)S
at-vl (-,nw)'; (1‘) = . e J

. e _ v
J'Lc/e/\V(S'S) + Vv L vl(s- J\))

e.ﬂ(& s)
v(s-
vi-nt (ﬁy&v(j-{) +\/C/{\

IS I EN

e

I
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A8: Die™ —Integrationen

“

de hove = AT AT T

|
’4\./\__’

._7'
! % - Sﬂ TO&VT
ﬁJ’t dyrdher = Vq_v_q [V*&é”*—(”& = wsh f J
-7 2 A, T b T ( W T v T

i VSRV
g(/(ﬁ( yﬂ\vf? Sﬂ‘vf’( = -22——;‘_2 . [V4_ J\V+T3£1V_T = V—C'Z‘V—Tsﬁlvr /]

v, &

.—T f. -

= M (V*,C/{@\V+T‘ v C/ZKV"T)

N
\/Bs Ve

Der Beweis erfolgt durch Differentiation nach T unter Beachtung von

T
()= 40 :)-?i Sc/T/{('t-) = 214(T)
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A9: Die greensche Funktion bei ¢=0

Die greensche Funktion des freien Oszillators hat an der Stelle (},‘2)=O folgen-
des Aussehen

oo . 2T (4 +2n)w
A9.—1 G(o) :‘20 Cf\h(oj e

| ) h
= eon‘ of ent0) (e %T)

Die ‘(n sind hierbei das ibliche orthonormierte System von Eigenfunktionen. Nach

[6] erfiillen die Rekursionsformeln
e
A9=2 0 = —\IYMJ-Z ((-1(»\;,,)(0) L K R C(ru\(o)

bzw.
A3 5 o (2u=-2)
Q-L(‘é)\,._' (7‘4/

A9-3 (e—}n (o) = o (0) -

= (0] (j) ()"

Daraus folgt

56



Qz(o)‘.e‘wT . C(OZ
= = 1 -
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Die Normierung der Grundzustandswellenfunktion entnehmen wir ebenfalls [6] und
erhalten so fir G(0)

. ]
- mw
A9-5 G (o) = /\/1’(‘( sbrwT -
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in [1]): Kapitel 2.

in [2]: Das Kapitel iiber Polaronen.
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[3]: Die Abschnitte {iber Integralgleichungen, insbesondere solche mit voll-

stetigen Integralkernen.

[4]: Allgemein zur Einfiithrung.

in [5]: Abschnitt 4.4.1.1. .
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Konventionen und Symbole

GemdpB der Konvention, die wir hier verwenden, erstrecken sich Integrale ohne
Angabe des Integrationsbereichs iiber die gesamte reelle Achse. Die Summen ohne
Angabe des Summationsbereichs laufen iiber die ganzen Zahlen, wobel Konvergenz
der Summe nur dann vorliegt, wenn beide Teilsummen {iiber die positiven bzw. die

negativen Zahlen im iblichen Sinn konvergieren.

?
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