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Kapitel I: Einleitung

Das Positroniurn, aiso ein Ieptonisches System aus einem Elektron und seinem
Antiteilchen, dem Positron, hat wegen seiner Einfachheit seit der Entdeckung des
Positrons schon immer besonderes Int,eresse auf sich gezogen. Vor allem sein
Spektrum, also die Energiewerte bzw. Anregungszustände, die es annehmen kann,
ist zu allen Entrvicklungsphasen der Theorie Gegenstand der Berechnungen ge-
wesen.

Dafür kam zunächst natürlich die Quantenmechanik (QM) in Frage, auf deren re-
Iativistischer Formulierung basierend, Dirac ja die Existenz des positrons vor-
hersagte. Die heute noch genauesten Ergebnisse ifefert die euanten-Elektro-
Dynamik (QED)' Sie beschreibt, etwas bilcllich gesprochen, clie Wechselwirkung der
beiden Teilchen durch Austausclr rveiterer Teilchen in mehr oder weniger kornpli-
zierter Form. Beschränken wlr urls bei den Berechnungen auf nur eirr ausge-
tauschtes Teilchen, ein Photorr, so reproduziert die QED clas Ergebnis der eM.

Eine andere Sorte von Teilchen, die Hadronen, der z,B. das proton und das Neu-
tron angehören, sind aus heutiger Sicht als zusammengesetzte Systeme anzu-
sehen. Die Konstituenten, die sogenannt,en Quarks, gehorchen den Geset,zen der
Quanten-Chromo-Dynamik (QCD). Hier können rvir nun auch fragen, rvie ein Sy-
stem, bestehend aus einem Quark und dem dazugehörigen Antiquark, genannt
Quarkonium, sich verhäIt, und insbesondere, wie sein Spektrum aussieht.

Nun können wir wie in der QED versuchen, die Wechselwirkung durch Austausch
von Tellchen z\ beschreiben. Diese Vorgehensweise entspricht einer Störungs-
theorie, bei der die Größen nach der Stärke der Iiopplung entwickelt rverden.
Dabei bedeutet eine gröpere Zahl <ler beteiligten Teilchen auch eine höhere po-
tenz der Kopplungskonstanten, nrit der clie einzelrren Beiträge rnultipliziert wer-



den. Da die dimensionslose Kopplungskonstante kleiner als eins ist, werden die
höheren Terme zusehends unterdrilckt. Hier ist es nun auch wieder so, daß die
Beiträge, bei denen nur ein Teilchen ausgetauscht wird, das Gluon, eine Wech-
selwirkung ergeben, wie sie auch im Positronium auftritt, närnlich <iie Coulomb-
Wechselwirkung. Man könnte also für eine näherungsweise Berechnung einfach
schauen wie sich die beiden Teilchen nach den Gesetzen der eM verhalten.

Leider ist es so, dap die Störungstheorie eine weitere Sorte von Beiträgen unbe-
rücksichtigt läßt. Die QCD ergibt nämlich, da0 das physikalische Vakuum, also
der Zustand geringster Energie keineswegs ein Zustand ohne Teilchen ist. Ahn-
Iich. wie i-n der BCS-Theorie der Supraleitung, in der der Grundzustand von
Cooper-Paaren, das sind durch Phononenaustausch vermittelte Bindungszustände
zweier Elektronen im Festkörper, gebildet wird, ergibt sich, dap das eCD-Vakuum
aus einem Kondensat von Gluonen besteht. Mit diesem Gluon-Kondensat wechsei-
wirken jetzt natürlich auch die euarks.

Bei der Beschreibung unseres Quarkoniums sind wir heute weit davon entfernt,
exakte Resultate angebenzukönnen. Wir sind also gezwungen, uns auf Modelle
zurückzuziehen, in denen der eine oder andere Aspekt der 'quantenchromodyna-

mischen Wirklichkeit' vernachlässigt, oder doch zumindest so stark modifiziert
wird, da$ Berechnungen möglich werden.

In dem Modell, in dem wir versuchen, dem Problem zu Leibe zu rücken, wird als
wichtigste Annahme dle Wirkung des Gluon-Kondensats simuliert. durch ein
stochastisches Hlntergrundfeld. Ftir dieses FetO d(t) netrmen wir weiter an, dap
es eine gaupsche Verteilung aufweist. Das bed.eutet, daß seine Verteilung durch
das zweite Moment schon vollständig bestimmt ist. Fordern wir noch Rotations-
symmetrie und zeitliche Translationsinvarianz, so erhalten wir die Form

1-1 < E;(t ) C- c <lt-t')tlFi(t')> =

Die Kopplungskonstante ist so gewählt, daB ((01=1 gilt. Sie gibt 8n, wie stark
die Quarks an das Gluon:Kondensat koppeln.

Doch selbst mit diesen starken Vereinfachungen stellt sich heraus, dap Berech-
nungen kaum möglich sind. Wir müssen also noch eine weitere Vereinfachung
anbringen. Sie besteht darin, dap wir von der Coulomb-Y,techselwirkung Abschied
nehmen, und auf den guten alten harmonischen Oszillator zurückgreifen , also



die Annahme, daF die Quarks durch eine harmonlsche rotationssymmetrische
Kraft aneinandergebunden werden.

Um Aussagen über das Spektrum unseres Systems zu gewinnen, werden wir einen
im Rahmen des Modells exakten Ausdruck ftir die greensche Funktion des Systems
am Ursprung ableiten. Da unsere Annahmen insgesamt dazu führen, dap die
greensche Funktion in drei gleichartige Faktoren für jede Raumrichtung zerfällt,
gentigt es uns, die greensche Funktion für den eindimensionalen Fall zu finden.

D.ie Resultate, die wir ftir das Spektrum erhalten, zeigen, dap wir es nicht mehr
mlt einem äquidistanten .spektrum, sondern mlt einer überlagerung zweier äqui-
distanter Spektren zu tun haben.

Für Literaturangaben sei auf dle Liste in I I verwiesen.



Kapitel II: Die Methode

Dosch und Simonov haben in t1l nach einer Methode, die auf Feynman IZI
zurückgeht, den folgenden Ausdruck für die logarithmische Ableitung der green-
schen Funktion unseres Oszillators nach der Kopptungskonstanten abgeleitet:

z-r J{(c ,f rt, T ,-T) = Y(c,f,.\,T,-T/
Il&ta(r-r'l fr eoq *ä(r

2-2 xstt-t) + a'f(#--cr)

xtt) - i tt/)

T

L.i(r) -ri{-?) +{kxr")

itr/ - \i" (- r))Jeefl- i
r x'y(tr)

I
?-

I
X:O

a(\

Hierbei ist x(t) die stetige Lösung der "ffwegungsgleichung"

;
(,c J/r c(frt (r' tf-s)x(s)

zu den Randbedingungen

2-3 =I r

4

x (T) Y (-T/ : 
"L



xo(t) ist die Lösung der homogenen Gleichung zu desselben Itandbedingungen,
also

Die Zeitfunktion x(t) hängt also im Gegensatz zu xo(t) auBer von den
Randbedingungen noch von den parameteril a,1,',t,f ab. Definieren wir den line-
afen Operator O[xl(t) durch die rechte Seite unserer Bewegungsgleichung, und
bestimmen xa(t) als Lösung von

z-4 X, (t) = x (t) *,*, = o

2-6 Xr (T) = Xt (-I/ = Q I

$(l't) = o[,l(r](t/2-5

mit den Randbedingungen

so können wir x(t) schreiben als

z-8 yftl = x,ft/ + x. xrft) + I' xo(t).

xo(t) hängt, wie bereits erwähnt nur von den Randbedingungen ab, xr(t) nur
noch vont, und die Abhängigkeit von z,t' ist nun explizit ausgedrückt.

Wir setzen dies in (Z-1) ein und erhalten für K

z-s 7((.,f ,1,7,-T) =

-i jlJtJo trt-a/ 'ti(x*rr) vxrtr))
-1

* (i xo(t)-? (! iJr) -.,1i.(-T/r'(1""ro7-l(3i"rr7 -:.i|u))]

5



Zu tl,1)=0 gehört natürlich xo(t)=O, so dap wir unter Ausnutzung der Symmetrie
von ( erhalten

t

7g0 r0 J fT) = -i II /t/t g(t'r) xrv) -2- 10

-T

Führen wir noch die symmetrische bzw. antisymmetrische Lösung der homogenen
Gleichung x+(t) bzw. x-(t) ein, die den Randbedingungen (I/z,l/Z) bzw.
(l/2,-r/2) EenüEt, so können wir xo(t) schreiben als

+ ([-rJ x-(t) .

Damit erhalten wir für die zweifache gemischte Ableitung von K am Nullpunkt

- if rr lr rrt -r/)I ä"t -T

Das sind im Prinzip die Ausdrilcke, aus denen das gerade und das ungerade
Energlespektrum zu bestimmen slnd. Um sie mit Leben zu füllen milssen wir also

Jetzt' noch die Bewegungsgleichung lösen. Das soll im nächsten Kapitel geschehen.

z-tt X,(l): (lnt)rttt)

. (i t*-rrl + l-(r,) -; i.trl) - (i tx"(a/: x-(a)/ rry xrw).



Kapitel III: Die Lösung der Bewegungsgleichung

Unsere Aufgabe besteht darin, die Gleichung

s-r t (f *") oIx] rtl

=ryI(dxtt/ - iit*1/ t c J"tt <( t-s/x(s')

mit Randbedingungen zu Iösen. Es handelt sich dabei um eine lineare Integro-
differentialgleichung zweiter Ordnung. wir dtirfen also hoffen, cla0 ihre allge-
melne Lösung slch zusammensetzt aus einer speziellen Lösung der inhonlogenen,
sowie Linearkombinationen zweier linear unabhängiger Lösungen der homogenen
Gleichung.

Wir sind bei den Überlegungen des vergangenen Kapitels sowieso schon davon
ausgegangen, dap die Lösungen der Gleichung durch die Vorgabe der Randbedin-
gungen eindeutig bestimmt sind, und daB zu jeder Randbedingung auch eine Lö-
sung existiert. Sollte qich dies im Laufe der weiteren Erörterungen als faisch
herausstellen, so ist natürlich das ganze Verfahren in Frage gestellt. Der Frage
der Eindeutigkeit werden wir gleich nachgehen, wogegen sich der Existenznach-
weis durch Angabe einer Lösung natürlich von selbst erledigt.

1

-T

Zum Beweis der Eindeutigkeit genügt es, sich nur die homogene Gleichung



s-s @ = -t (tt lrc) '

anzusehen.

J.3-z 
t(t"

beachten zunächst

,lL' JtI-t') ( t'1.') x(L') = x (L)

!(t/ ) + /s ,(.(L-s)xt s)
T

cJ
-T

Wir

T

.J
-l

und definieren
:?

s-4 9(l,s):
t
i ,lt (L-r/ c1(L'-s)

.T

Jede Lösung von (3-g) erfüllt somit folgende Integralgleichung

s-5 c,*cJ = rtt) -it, IJ(l-s)(t-s/r'2 a39(a't)l YG)
-T

mit durch die jeweilige Lösung bestimmten l(onstanten cl,cz. (Die Reihenfolge der
Integrationen ist wegen der Stetigkeit des Integranden auf kompaktem
Integrationsbereich erlaubt.) Andererseits stellt (g-S) eine fredholmsche Inte_
gralglelchung zweiter Art dar, für die (s.z.B. tgl) ein Eindeutigkeitssatz exlstiert
1) Demnach milssen zu verschiedenen Paaren cr,cz auch verschieclene Lösungerr
gehören. offensichtllch hängt die Lösungsschar linear von cr,c2 ab. Es kann sich
dabei also nur um Linearkombinationen zweier linear unabhängiger F unktionen
handeln' Da wir aber genau zwei linear unabhängige Lösungen der homogenen
Gleichung erhalten werden, müssen diese vollständig sein.

Zur Auffindung der Lösung von (3-1) werden wir in folgenden Schritten vor-
gehen: 

.

1. Wir werden die Gleichung unter Verwendung der greenschen Funktion des nor_
malen oszillators (c=0) in eine fredholmsche Integralgleichung zweiter Art um-
wandeln, in deren Inhomogenität die Lösungen der homogenen Gleichung bereits

1) Wir können Jedenfalls durch ein geeignet klein gewähltes c die Eindeutigkeitgarantieren. Wichtig ist nur, da0 in [0,c] kein punkt des Spektrums des Inte_graloperators überstrichen wlrd, weil Ja anschliepenrl noch tiber rlieses Intervall
nach c integriert werden soll.



eingearbeitet sind. Für derartige Gleichungen existiert im prinzip ein Lösungs-
verfahren (sukzessive Approximation). wir werden aber zunächst

2. die Integralgleichung auf dem endlichen Intervall (-T, T) in Fourier-Reihen
entwickeln und einen formalen Ausdruck für die allgemeine Lösung ableiten. z)
Diesen auszuwerten ist im Prinzip möglich und wir verfügen zu diesem Zeitpunkt
sogar schon über das nötige Rüstzeug, die entstand.enen Terme auszurechnen. Es
erweist sich aber als einfacher,

3' nur die Struktur des formalen Ausdrucks zu analysieren, und d,araus auf die
Bestandt-eile der Lösung zu schliepen. Diese werden wir dann

4. in die ursprüngiiche G-leichung einsetzen, um die noch freien Koeffizienten zu
bestlmmen.

Beginnen wir also:

3. 1 Die Integraleleichung

Wir

ln

3.1

2) Dle stetigen Lösungen einer
Wir dürfen deswegen nach dem
annehmen.

ten Lösung

n diese mit

betrachten (3-l) mit einer bestimm
(3-l) auf die rechte Seite und kürze

T

-1 {(L) = Jrt-t,l ct
-T

x(t), bringen den Integralterm
f(t) ab:

Js 11 f t'r/ x(s)

= 4n ( c-'x (t)

Diese Glelchung sieht formal wie die Gleichung des normalen oszillators mit der
Inhomogenität f(t) aus. Sei g(t) nun dieJenige greensche Funktion des Oszillators,
die im unendlichen abfällt (sonst können die Existenz der im weiteren auftre-

i rtt) .

derartigen Integralgleichung sind rektifizlerbar.
Satz von Dlrichlet (s.lAgl) die Entwickelbarkeir

I



tenden Integrale sowie die Vertauschbarkeit einiger Grenzprozesse rricht garan-
tiert werden):

Dann kann sich

s.r-2 ,f(t) : \ ('^"\(L) -i(A//'

31-3 .Y'(tl = J,lt'.4(t') 3(t't')

nur noch durch eine Lösung äer homogenen Gleichung von x(t) unterscheiden:

s.t-4 x'ft) I i(t/ : x(t/

lwobei

s.1-5 c) = u*i tt1 - t tu)

s.r-z lo -* *L(^'

nt

-L

gelten mup. welche spezielle Lösung der homogenen Gleichung gemei
von der Lösung von (3-l) ab, von der wir ausgegangen sirrcl.

Set,zen wir nun x'(t) in (9.1-g) eln, so erhalten wir
T

s1-6 q(t-ti +itt): x(81 +cSJt'JJtStt
) , J 

.T

ist, hängt

') (tl-s/ x(s)

mit der durch x(t) bestimmten f'unktion ?(t).

Geben wir andererseits g(t) vor und bestimmen dazu x(t) so, dap (S.l_6) erfüilt
, rvird, dann sehen wir, indem wlr den Operator

lo



auf (3.1-6) anwenden,

wir nach [Al]

s.r-s 3(t) =

dap automatisch auch

-c,Jttl
e

-- 

,
z''"to I

(3- 1) erfüllt ist.irür e(t) erhalten

unO für ä(t) kommen ersichtlich alle
in Frage:

Linearkombinationen von sh(fJt) und ch(crt)

3.1 -9

wobei

3.1- 10

3.1-11

Hierbei wurde

3.1- l2

g (l -rl r- (t/
T

-J
-T

t_ i_rt)

a+ J+3
(Ll 

=
(r/ | ;-t-rc) 

,

o( uL q-(t) = tl^ qrf .
{*(ll"

Wir setzen dies nun ein, ziehen erlaubterweise die t'-Integration vor und er-
halten die angestrebte fredholmsche Integralgleichung zweiter Art:

+ qr-

x (tl

7(t-s) = <(t''s)

definiert. D^9 2( nur von t-s abhängt, sieht man durch die Substitution t,= t,,+
s la9 Z auperdem noch symmetrisch ist, erhäIt man durch die Ersetzung t'= t
*g-ttt.

J s t(t -s) x(s) .

! . lJt, € -tt 
-l'l 

.

anu -

11



Bls hierher war

solange nur
Beschränktheit

3.1-13 <

unsere

einige

erftillt

(t ) :

mit der Korrelationszeit

3. 1- 14

,l

n

Betrachtung von der speziellen Gestalt von { unabhängig,
schwache Voraussetzungen wie z.B. Stetigkeit und

waren. Nun aber wollen wir dafür die Form

_-altl
e

l-
16.

annehmen. Laut [nZl erhalten wir damit für y

3.r-rs x\L) = ."" '(itlt'.;1 -f- e
- qr{tf ,t- tl \'F'.)'l'

3.2 Die Fourier-Reihen-Entwicklung

In (3.1-11) werden dle vorkommenden Funktionen im Folgenden auf das Intervall
[-T, T] eingeschränkt und dort in llourjer-Reihen entwickelt. Die Definitionen
und Eigenschaften der Fourier-Reihen, wie wir sie hier verwenden werden, sowle
ein wichtiger Satz, der sich mit der Darstellbarkeit bestimmter Funktionenklassen
durch Fourier-Reihen befapt, sind in [Agl zitiert. Damit schreibt sich (g.1_ I 1)

nunmehr

3.2- I

oder kurz

3.2-2
*tw

1 
(t) + ctt tt'

d.vfq-3- 7.x

T2

iX



s.z-s X

s.2-s Xo = 4

s.z-4 X" * n

Für die formale Lösung dieser Gleichung bezeichnen wir die Inhomogenität kurz
als f bzw. fn und lösen die Gleichung nach x auf:

.XX

Die sukzessive Approxlmation besteht nun d.arin, eine Folge von Näherungs-
lösungen zu konstruieren, von der wir annehmen, dap sie gegen die gesuchte
Lösung konvergiert. Wir beginnen mit
',n

oi" <n+l)-te Iteration gewinnen wir, indem wir die n-te in die rechte Seite von
(3.2-5) einsetzen:

= .{ rXr"

Damit ist unmittelbar ersichtlich, dap wir im Konvergenzfall eine Lösung er-
halten.

Wie wir durch fortwährendes Einsetzen leicht sehen, IäBt sich rlie n-te Iteration
schreiben als

Unser Verfahren konvergiert also auf alle Fälle dann, wenn die geometrische
Reihe von T (operatornormkonvergent) existiert. Als Integraloperator mit be-
schränktem Kern lst 7 stetig, besitzt also eine endliche Norm. Diese wird auf
alle Fälle kleiner als eins, wenn wir nur c klein genug wählen (vrgl. auch FN

S.8). Wir erhalten also mit

'4.
h

g.2-6 x- = L
i=o

s.z-z X = i h

7h-'o

l3



die Lösung von (3.2-5)

x --x 4.

Nun gilt
stellung

es also X ,u bestimmen.

von/. Nach [A4l ist sie

bTÄ: - , 0
'ä

3.2-8

3.2- 9

gegeben durch

3.2- 10
tr-, ^

np

A'- .{
= {(+l 

.

Dazu benötigen wir
mit den Ersetzungen

JTT
(\

zunächst die Fourier-Dar-

t\

:*o

l+q, -roT

-{-,t) 
{ 

4- "- .
-\ '/ \ ./5u (d.r')( P't'*')

D"

(e?rr'lfd **'

I

-J(-tv. I

il
Dieser Operator läpt nun bei näherer Betrachtung eine interessante Struktur er-
kennen' Er ist nämlich die Summe aus einem diagonalen Anteil D, einem bezüg-
lich Vertauschungen der Vorzeichen in den Indizes symmetrischen Anteil S und
einem diesbeztiglich antisymmetrischen A, also

3.2- I I

wobei

9.2-12

I t J *,4,

D, J)*

5, _*

Dr*

J, ,.

= D-,

=t

t4

(
J -.( u^,



gilt. Beachten wir nun, dap symmetrische Operatoren multipliziert mit antisym-
metrischen null ergeben, sowie daB die Multiplikation eines beliebigen operators
mlt unserem D dessen Symmetrie- oder Antisymmetriecharakter nictrt verändert,
so folgt, daB bei Ausmultiplizieren des Beitrags 2n alle Terme null werden, die
sowohl S wie auch A als Faktor enthalten. Damit zeigen wir durch vollständige
Induktion: -

Ar^=-ll-h^ = -Ä-'^

Für n=0 ist die Aussage richtig. Sei

mit erhalten wir

/
-{-t,r^

für n als richtig angenommen. Da-

h = (DtS)h +3.2-13 
7(

sie nun

h
*5/'Ds.z-r. Turn =1nX = (D f

I

(D

(D

tA)"r Jn*'

FA)\ 5 D.J+ ( u rS)u s

+(D$)\4

Der fünfte und der sechste, sowie der siebte und der neunte Term heben sich
aufgrund der vorangegangenen Erläuterungen gerade weg. Die noch verbleibenden
Terme liefern dann gerade die gewünschte Aussage für n+ 1.

Wir könnenX 
"tro schreiben als

d

T (D+J) +-

t^: O

{

z
n:v

| ( o r A)^ 4

(D+,t)" 7 Dn

-!'/

s.z-ru X = ,,tZ O

15



Hierbei tritt zweimal die geometrische Reihe einer Summe von zwei operatoren D

und M (mit M=S bzw. M=A) auf. Multiplizieren wir die Potenzen aus, so seherr
wir, dap die Summe über genau alle Terme des Aussehens

fi o''/q , " 11 D''-n l4J'"

mit k,io,...,ir,6/il0 geht. Könnten wir aiso beliebig umord.nen, so lautete mit der
Abktirzung

s.2-1u )i'11 D"

3.2-17 D ! I O'
icD

das Ergebnis

s.2-18 f(r+tnl" =i- i Dl'/''D''&"'^nJit
rrro h:a i....,i1:o

- 7 (t.D)r.
L:o

s.z-r n X =

e h a -.h
C | 0 Z (sO)'' rC,f (AD) 

,

Dies ist nach dem Satz in [A5l in der Tat richtig, wenn die Summe cler Normen
der beiden Operatoren kleiner als eins ist. Auch das ist wieder nur eine erfüIl-
bare Forderung an die Kleinheit von c, Wir erhaiten somit

l>n h>a

Betrachten wir uns nun S bzw. A noch genauer, so erkennen wir, dap sich beide
in der Form

s.z-zo M 
^n

oder kurz

?ri
t 

^,4 

( l)l-' L l-tt'1r..
i=a

16



1-

tt 5
^{L i:"

0tu 0t'1
'l ,".

't l.i.
L

r-t,L
i,itn

z

T
(üz,t

f

M')[U'3.2-2L

lassen. Aus den hinteren
Form

Produkte schreiben

damit Ausdrilcke der

d!

=i Z.@
hl" .r,...,i5=a

1-

=z
i,it n

als Summe über

beiden Termen in
zwei dyadische
(3.2-19) werden

H'")r(hi" D u,.,/.. .
-&

s z-zz 
L :"

oder kurz

'):J

,l't' =

( 5r.l',J $;D

s'2-23 i o(M')k
h:n

?
:2

i,i...

Hlerbei ist mit oltarc 2x2-Matrix

3.2-24

gemelnt. Damit erhalten wlr

3.2-26

.,, ( H'"" 0 l/) t l'|''D ) 
^

( o,r,;1 \i,r"t)' 1 
t H; c),

Dvi)Li"t'/{
(tui D

( lni D ln') = ? la'rfun [4:
/'*"
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Um jetzt die Lösung von (3.2-5) zu erhalten, müssen wir den Operator auf fm

anwenden. Um aus den Fourier-Koeffizienten der Lösung die Zeitabhängigkeit zu
gewinnen, müssen wir sie mi1 sll'[t/r überschieben:

9.2-26 xtt/ ' (en'{)([l
L

z
i,i" n

1-

2
rrl=

I

Hierbei bedeuten

3.2-27

3.2-28

M'" Dr.'.l^ .

z
/,t

z
/rh

Sr und

'L/j(

Ar in .2- 10)(g

r

identifizieren. Wir entnehmen:

.l

(rr t'(1) (tl'+iÜ. /Ittin

5;
x

(-1) {

tt *"

S;
. (af 13

ß' n /'

re osi) lf. rY't'iJ (si a I I

(<0 A\)'tf ,,ntl't] (l; fr I ) '
a --' &=o

"* # c*-M'n(nDM')(t) =

(r' D,t)l

Nun müssen wir natürlich D,

or=
(ofr/

C ^rt 
rtl
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A^^

mit den Abkürzungen

':.

3.2-29 c=

I
?"1 /
d" t r(\

I
r -q) X\

ha + '("

(+)'

-zti{-e
1?( o(

Lösungsstruktur
läpt sie sich mit

benötigen wir Jetzt das

neuen Koeffizienten a+-

4

3- =or 3,1(". ) +

3",. 
(t) 

=

T

-
a*l ,üz

.ry
-r r-t *

ef

-

4 +- vvt

fq-
3.3- I

mit

At.: nffi

v("t/ =

3.3 Der Lösungs Ansatz

Zur welteren Analyse der
Inhomogenität. Nach [ea1

als

*,
""4"

4

fr.

3.(?) tc4r3r I c<-3-

Aussehen der

umschreiben

3.3 -2

l9



1** sn
h' t-,- =A;

Setzen wir dies in (3.2-26) ein, so erhalten wir zunächsteinmal einen Beitrag

3.3 -3

AlIe. anderEn Beiträge sind Linearkombinationen der tfln,Itl(t). na aber diese nach
InO] ihrerseits wieder Linearkombinationen von

d u.f , rLvtt,

mit

3.3-6 x ({ ) = (e0 J.trl)&) +Xr 
''!^ ',t +i- ''l"v-L 

+ Fn 
sy"t + tr''L'-t '

Für (3.3-3) finden in [n6l:

ss-7 (r03,ft)) {t1 = - #'fr.
e]. u,Cr - ta -t I ) J" u-[r- tt -fl )

4
-t€ 

a

vJ- r,L
le

v_ |Äv-l.f :.
L,;-+ l a

(rDr"(t))(L).

3.3-4

3.3-5

sind, können wlr für x(t) ansetzen

20
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Um die Koeffizienten in (3.3-6) zu bestimmen, müssen wir sie jetzt in (3-l) ein-
setzen. Betrachten wir zunächst den Anteil, der zü dem Differentialoperator
Dn= m(c:2 - ) rt) gehört. Bei den simplen Cosinus und Sinus hyperbolikus repro-
duzieren sich die Funktlonen bis auf einen Faktor selber:

rJnvrt \ ,.r ,.,?) l"t"'YL \s.4-L-0*( l---.-L(v*?*r^l') [ - 
I

\ t(^rrb )

3.4 Die Bestimmung der l(oeffizienten

Bei den in (fleott)){tl vorkommenden gestückelten Funktionen ist <lies nicht
anders. Es kommen aber nach IAlJ noch Beiträge mit f,-nunktionen dazu:

3.4-2 )n ,l"vr(T-lt-"1) =

- a?-(vr? - -') ,,(nvt(T* tl-?, | 2nvr*v*7 JtÄ-'t7.

Urrter Verwendung von

s.4-s ( v,t-c,t)(u-t ';) = +
finden wir

s.4-4 D,, X tt,)
"lt

t

= ftt-t7 + rL: '+ ''"1- vl?-vJ

,1" v, (T'lt-d ) ,A u-( r- lt -?tl

vi ge v*T v- * v-I
r

-y- L (v*1 -d) ir,,!^vr| + (vl-c^)2 li-.!^"t

t
2l



.. + (v,?- *') Fr Jnu'E + (uJ -a F-'!^"-tl '

der Integralanteil

T

I ;r q(t -sl xts)
-T

zu bestimmen. Es handelt sich dabei um elementare Integrale über Exponential-
funktionen- mit zerstückeltem Integrationsbereich, die in tATl ausgeführt sind.
Für die Cosinus hyperbolicus-Funktionen in (3.3-7) erhalten wir damit die Bei-
träge

c 5Jt O 
tt's) &ur(r- tt -tl)

vJ- -n' [- a./,ur(T- lt-tt)

n.-tT[ uJ^vgr/^nt -vr{v.T sA"|,

Nun ist noch

s.4-b C

3.4-6

und (3.4-3)

Die Zweiten

heben. Auch

-l

-rtl[ -tl
+ ä'"'- ' vt' s/^vtT

Sie enthalten drei grundverschiedene Summanden.

entsprechenden Ausdrticken in (3.4-4) wegheben.

s.4-T ( vrt - ar" ) = - ( vrt-'nt/

Die Ersten müssen sich mit den

Unter Verwendung von

finden wir dies auch

haben kein Pendant

dies erwelst sieh als

bestätigt.

in (3,4-4). Sie müssen

richtig.
sich gegenseitig weg-

Die von ("leottlltt) noch verbleibenden Terme ergeben, ch(At) und sh(Ot) sor-
tiert

s.4-B :-"-n' [- ftr-l^rt(*F,"f. vr1 - V-l L 
-

t(n vrX

22
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Bei den verbleibenden hyperbolischen Funktionen heben sich unabhängig von
oder fr die in (3.4-1) auftretenden Beiträge gegen die jeweils ersten Terme
(A7-') weg. Die verbleibenden sind

-r*
ih

v-a - -n'

Damit nun unsere Gleichung erfüllt ist muB die Summe von (3.4-8) und (g.4-9)
verschwinden. Führen wir folgende Abkürzungen ein

il
in

. I ^'&s!^vrT +vrc'ltvrT+tl"rlf(6:
a-

4' JLJr'f + v-cJhu tt

,Avrt ha. =

-

vt s4vr I

s.4-r, /g = -fL + V1 f{t u*T Mr: JL*/r Jl.urf,

,lr rrT 'lt s!^ vrT l'4 r-

vr? * J2-t
V}- J?l

daraus, weil ch(Ot) und sh(4t) linear unabhängig sind, die zwei

I')

+V

ul^ ,r t
#

tt s{"vJs.4-10 I t :

und

1
9.4- I z A+

so ergeben sich

Gleichungen

 ./

t f^t I lt '3 )* t
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rr r F- :

3.4-r4

mit noch freien I
chung (3-t) 3)

+ ir,

= f"c

lVir befriedigen sie allgemein durch den Ansatz

It --'^, It tr)

und f . Wir erhalten somit die allgemeine Lösung unserer Glei-

[^r: i-tf' J (^

( € ri"(rl) (t7
3.4_15 x (t) :

I ^ , V*?-Jl

f 
cl.vtt ' ff.A,

ul - -nl

,Är-f ' 4-

+ sl^r-t " vl - lrt 
)

sA'-r' h- I

vl - -n\

"h"-I 
' ,tL-

rl ergri.indet
ganzf(.

+ J,^u-t

Als nächstes werden wir, um n(t) zu erhalten, die
die Funktlon an den Intervallenden verschwindet.

g) Diese Lösung lst, auch wenn
hatten, wle unsere Rechnungen zu

wir thre Struktur nur auf [-T.
Punkt 4. zeigten, elne Lösung auf

Parameter so bestimmen, dap

Dazu müssen die symmetri-

24



schen und antisymmetrischen Anteile jeder für sictr verschwlnden. Der Beitrag
von (Ogo(t)) ist symmetrisch:

s4-16 GD!,.(rr(tT/=- #'# tü. #'7-
Das ergibt

vJ- r' u-t-J??t| ,Ll("0r,(rt)(1 - {r, (
/1 ,

a

und

3.4- 18 fhs'

Unter Beachtung der Beziehungen

3.4-17

3.4- 19

finden wir

v*t - {'
AF

v-1 - -ß?

4_

!t- rt'
fu1 +

,l-s'
h-

r*1- Jtt

Av
v-? - -n1

'tu_

V +Y
4- eG

r_17

damit

^y: - L-
x- |

| 4 + r
x -/

x2-
x-Y

r rnc /,-= + ul-f' 
L<Cu"tt/{r/ds ä ' Ani- "I^vtT ' At &vyT 
!

3.4-20 i* = +

ll^t : +

V*? - Jt1

,AV

4

vJ - -n1

4_
'l-ßct,'A ,

ln r i- sArrT

rt*'
Aa

v-a - J?'l
y''l - 25



bzw. mit den Abkürzungen

3.4-1l.a A rA-(vl-srt/ -21*[ut-;r"/ , & = A'(''?- 'r1 * 4,- ( v] 'n'/ 
t

Betrachten wir nun wieder (9.4-1S), so können wir feststellen, dag die allge_
meine Lösung der homogenen Glelchung (g-g) durch den Teil von (g.4_15) ge_
geben ist, der nu. .ron I und f,r abhängt. Wir erhalten cles halb für die normier-
ten Lösungen x+-(t)

,t zJZ<
4.

ft + ll e(^vrT a | - a

/t I s!"v-t
x-(ti = A '\6
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Kapitel IV: Die logarithmische Ableitung am Ursprung

Wir wollen nun K(c,O,O,T,-T) nach (Z-10) ausrechnen. Dazu befassen wir uns
zunächst mit

4-t

Die benötigten Integrale haben wir im Prinzip schon im vergangenen Kapitel aus-
gerechnet (3.4-5)-(3.4-9). (In den Termen ist noch t durch t zu ersetzen, und
sie sind insgesamt noch durch c zu dividieren.) Uieibei ist es nun so, daB sich
die Beiträge nach (3.4-8) und (3.4-9) wegheben die I{oeffizienten wurden ja
gerade danach bestimmt. Dafür tragen aber Jetzt die Anteile bei, die dort noch
durch den Dlfferentialoperator kompensiert wurden. Wir erhalten rjemnach das
Negatlve von (4-t), indem wir bei (g.4-4) die J-f'unktion weglassen, durch c

dividieren, und t durch { ersetzen:

T

Jtt.T
qft-s/Xr(s) .

s q (t- s) xrts)4-2
T

J,^
-1

= t frlirev*' -tJt^"Tl

+:f,rf .l/i clru,r + (u1-.1/;- lnux +(ui-d/f-sAv*t t(u-?' ;/t /','-! 
-

Für (2-10) erhalten wlr damit

4-s ltt tc,0,o,r,-T) = \ ^r[*. + [i"nn,T- iJr",l.,.-i f"f, vf-t'J Lvr
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G Pg"tr-/J (r/

A

-tvi-,lg] +
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tTl

4z

a

l,r-ry-A"ßL cr\rrrT ,tr- J"I
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st , [t,]_;ly
A L cr^q(
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&'rrt 4,
+

,r,)^rtr&,-7

Jtu*,

,!^'v--

ot^tr-z
Äu-lJrJ

'Ar'i v+

v-'t

u]- t'

/_

-i

1r
V- 'cP'

7-

fLfr'
,f

v.?- v?

?ty 'co

4

'/, "*T 
t!"'-T

'L

{ u.t.

tL',t"J

, 'r?tt(
T-

V.

+
JL?

CU,,l-u_, L JL

yl -.,t .

JL

vJ- &J'+T

uüt u-T

4 __) r4nr,.41
vLu-T vh,rl t

a1
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-.-r 

I
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Der erste Summand hängt nicht mehr von ? ab. Seine Integration ergibt einfach
den Faktor 2T. Die Integrationen über die in den anderen Summanden auftre-
tenden hyperbolischen Funktionen sind in [Agl nachzulesen. Wir erhalten so

'[t 
"((^"7

4-4 ?(,,oro,T,'T/ = U
a"

A'n:4
vl-v-t

/.\_-
V3

. lnt'..
tV+

.n
u*t - v-'

e"l
v_

. JtcI 

-
' \^tA

I ,t-'l
Lvrl-6r

+A-
u;'ul

I /*
a,

.rLrJ-uLIuf

f. ilü" v-t0'"-T &v-T

z'-
trl - v-'

lAr.l -
\ vrl'r' 1.&*T, hinqv-?-,J

?-

Jt tt

-;e'uü
rT

-

' 
JnrrT,Ä'.7

z?
V- -cJ

+
V.

:

' gqr-T Jr-T
. t t- *L, v] .-\

t-a 

--.-' V*t v-7

"&',k*Tl]v_ /J-L
,.ü(nT-v_t(u-T /fu' ,U^u,- | |

ur'' vi \ v+

T ul-'' -T . fu'Jdurl

-- 
='oo',",nJ' 

-Qv+rt,turT Jt

u]-rt)
t 

-l

r-JL/

\, -./rL-L _--t 
a.^a M

+

/ I-.,.t--t
.l-.J-'-- t

v.?-vt I -rttiL

v-?.t r( lO T

-(Lv-

u- o{t "J -'-"#^ui v*?- ("?

7 V*L - Y-? IIL
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Kapitel V: Die Bestimmung der greenschen Funktion am ursprung

Wir haben im folgenden also eine Funktion (von c und T) zu finden, deren loga_
rithmische Ableitung mit (4-a) übereinstimmt, und die für c=O mit der bekannten
greenschen Funktion des freien Oszillators übereinstimmt. Sie ist durch diese
Bedingungen eindeutig festgelegt. Wenn wir also zur Auffindung der Lösung An-
nahmen über das Aussehen der greenschen Funktion machen, so haben wir damit,
sofern wir eine Lösung finden, keine weitere verschlampt.

Doch bevor wir nun die Integration ausführen, bringen wir (4-4) noch in eine
angenehmere, well überschaubarere Form:

5_1 l(k) ="t
t vl-n? v,'-R? \tffirffi/

,{4
!e'uJ

+ [ - # 
- fi - Ilf'a v,T r #'{. ") 

* #ff /'.nJ *'+'At"')

-yZ

,*,{t h
4

T

I4 lvl--t2(-L- l<
' /"{ \ {r'",7

Lt( vo (,'*T - vat\u-T/ (t";- sr') +t t'-?--n'/ )
f*Lu,ulL"1T* 

u-Jl"*T)(cr'l-srY +(vJ -i))t1 I,r 
Jl.

V*?

30



wir haben hierbei regen Gebrauch von (3.4-3) und (3.4-7) sowle den Definitio-
nen der Ä una Ä4 gemacht. (2.8. in der Form

5-2 -.a'l --ll(uJ-f) = I 4 - V1 ("J- rD (4"rT , )zt, t ui

Auperdem wurde noch nach den Summanden, die T als Faktor enthalten, und sol-
chen, dte dies nicht tgn, sortiert, sowie einen gemeinsamen Faktor vor den
ganzen Ausdruck gezogen. Die Ortsabhängigkeit wird hier und im folgenden
unterdrückt, da klar ist dap wir uns am Ursprung befinden, ebenso wie die
T-Abhängigkeit, da T für uns eher ein Parameter ist. Wir dürfen nur nicht ver-
gessen, daF (S-l) für alle T gelten mup,

Wir bemerken jetzt, dag K(c) nur noch vermittels der v+_ von c abhängt, und
diese wiederum nur über den inneren Wurzelausdruck in (g,g_5). Nichts Iiegt
also näher, als zrt diesem als neuer Varlabelen v überzugehen. Wir tun dies
derart, dap zu c=0 der Wert v=O gehört, sowie dap positiven c auch positive v
entsprechen:

5-3 v(c)

Wir sehen, daß der Vorfaktor in (5-l) gerade ein viertel
gibt. M.a.W. wenn wir die Funktion k(v) definieren als

tJ-,^,'f -
ryL

-.1
'L

der Ableitung dvldc er-

5-4 \r.(-) =
e

)rr
Ir^G(c l'rr) = **,.k(.

vt (v)

(u)) 
,

so ist das gerade ein viertel von (5-1) ohne den Vorfaktor, wobei die v+_ nun
Funktionen von v slnd:

5-5

Für die welteren Betrachtungen benötigen wir noctr clle Ableitungen

3l



5-7

J",

Wie die Funktion k(v) zu integrieren ist, scheint zunächst nicht offensichilich zu
sein' Wenn wir aber annehmen, da0 die Stammfunktionen T nur innerhalb des
Argumentes hyperbolischer Funktionen (also exponentieller Ausdrücke) enthalten,
so ist klar, da0 die Terme in k(v), die T als Faktor enthalten, nur durch Ablei_
ten nach dem v innerhalb des Argumentes entstanden sein können. Wir erhalten
diese Terme also, indem wir in der Stammfunktion die v auperhalb der hyperbo-
lischen Funktionen für die Ableitung formal als Konstante behandeln. Wir er-
kennen dann relativ leicht, daß die beiden Terme in eckigen Klammern, die durch
Ä' Ar*.y'4 OirtiOi"rt werden, gerade - bis auf einen Faktor durch die bespro-
chenen Ableitungen von A- ar*.&t gegeUen sind. Dies ermutigt uns, nun die Ab-
leitung ,ton A una M unter Berücksichtigung der vollen v-Abhängigkeit auszu-
rechnen. Wir erhalterr:

r
7

I

&(\,)
,( r,'

4

? Vr (u)5-6

und

5-8
Xl, + I .
ALJv

. u-t r ta'

,l^" vrT..

t

a!
)rr

T\
-i-t z

+_ la

L
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(rrrv-t0,v-T )-ln*v+ 
(4'rr) 

t

tr"- -'??

,,/,tu-T

v-1 - lz?
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, vrl-Jt ,Au-T +- "-t-,lt "("vTJ_ __- \./l -r v- ! r 
LVft \ - t au-

Damit sehen wir also, dap durch

It I t!^L , )hk )5-e -i\tr;"- Tl
fast alle Terme, die A oa", y''( enthalten geliefert werden. Nur die jeweils letz-
ten machen Schwierigkeiten, Mit den Bezeichnnungen

b-10 Q1 = Ät
1-^

11
v*( - Jt

l-. =ro+' 
'J 

- u]

sehen wir, dap wlr Terme mit der Struktur

rü,
'L /LL

b-rl (c,* - q-)'( b ,*b*)

b-rz (q, Ic{-)'(br-b-)

benötigen, aber solche mit der Struktur

erhalten. Von den letzteren müssen wir noch

b-rs 1-( o-b* - c^+ b- ) : +
vt? - v--

,l
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in beiden Fällen abziehen um erstere zu erhalten. somit können wir k(v)
$chreiben als

-T

5_,4 k=tt ry Yl *,tff ffi
, t)t^,,L , )!-k

4

_ - t \ )., ' 
)",

Die restlichen Integrationen sind elementar:

b-r' [,.= -{ $r""s.l^Lr+T -1f-, r^sA?u-T

+ t*^,^"1 +J ?_^t +i $u(v*.-,,-./

t , E'l*, I )AA l
t-zL )n ärr-- I.

!_
?

Unsere greensche Funktion

Ä

?.:(

V* (tr

so

sl"

schreibt sich ai

G (o) .l I1,4

,)

7

d
") )

.h
v*ht1 v-bt) lvlf',tl * v-?/

sl"

(0/
I
V.

I
I

? n- (o)l-

( "lr'l

/Lo)

vlro
5-,6 G(r?)) =

0

f
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Kapitel VI: Das Spektrum

Wie können wir nun .r, (U-rU) das Spektrum gewinnen? Wir
herkömmlichen QM (d.h. mit lokalen potentialen) die greensche
schreiben läpt:

wissen, dap in der

Funktion wie folgt

6-r G(k,y,T,-ll

6-2

für das Produkt von
folgenden Ausdruck

t* ( K ,'l) e-tr 
f*d

=z
h:o

Wenn wir also überhaupt mit einiger Berechtigung von einem Spektrum reden
wollen' so müssen wir (5-16) in eine Reihe über Eiponentialfunktionen entwic-
keln können, bei der wie in (6-i) die T-Abhängigkeit in den Exponenten, aber
die Ortsabhängigkeit in den Koefflzienten steckt.

Mlt dem Ergebnis für G(o) in [A9] finden unter Berticksichtigung der Beziehungen

V1 (o) : l-|*t (n,-) , V-(o ) = l'1*, ( tt ,, )

6-3 G (o)' 
t

4

l'v| tot -u-tto1)

35

sA?u*(olT.r4 2v-(otT ,^b). h(o)

c(0) mit der Wurzel der ersten eckigen I{lammer in (S-16)

v* (o) v(01 [

{T



Ziehen wir aus der

- v* [-l
6-4 e

eckigen Klammer noch den Faktor

- v- (ar/ T
e

zweiten

I.

6-b G'lc gf =

6-6 FL2

heraus, so läpt sich nach einigen Umformungen (5-16) schreiben als

- i ( "*,* v!+ tL)'77

dem über ein, das Doscft und Simonov in [l] für un-

e eckige Klammer in (6-5) mit unterdrückter v-Ab-

. [n(tl ' tln'/. f-lvltr ''1 - t K(v/.
x-wl, e

(\tg + v-(w)).
+/(v), e.

Von den hier eingeführten Funktionen h(v),x*_(v) und y(v) brauchen wir nicht
mehr zu wissen, als dap sie nicht T-abhängig sind, daF für v=0 ebenfalls un-
gleich null sind, und da9 sie, au$er vlelleicht für ganz bestimmte v-Werte,
nicht-kommensurabeie Logarithmen haben. Damit erhalten wir einerseits für die
Grundzustandsenergie unseres Oszillators

['* ] v- -Jt).
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Dies

sere

Andr

hänl

;CS

)n

lerr

giE

6-7

eu(r 
y+)-?v{?r 

r r^(rX_)-?%.?TL e^,o)/-(v*r.vJ.r

Dies läßt sich mit dem allgemeinen blnomischen Satz und nachfolgend mit dem
polynomischen Satz in eine dreifache Potenzreihe der drei Exponentialfunktionen
entwickeln. Da nun die Exponenten nicht-kommensurabel sind, ist es auch nicht
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möglich, daB sich Beiträge,
gegenseitig wegheben,

Damit können wir nun alle
zusammenfassen

die zu gleichen Kombinationen der V+- ft_ihren, sich

in 5-16 vorkommenden Werte des Spektrums wie folgt

6-8 F : F" th+L r,. h_

6-9
Fu.n-

v+ +h v T-elM

Nun wissen wlr, daß in. der herkömmlichen eM zu G(0,0,T,-T) aus Symmetrie_
gründen nur die geradzah-Iigen Anteile des Spektrums beitragen. Wir haben also
guten Grund zur Annahme, dap wir auch in unserem Fall nur die 'Hälfte' des
Spektrums heraus bekommen haben. Dafür spricht auch die etwas unnatürlich
wirkende Bedingung, daß die summe vor n+ und n- geradzahlig sein mup.

Wir haben ia in Kapitel II mit (2-12) bereits das Rüstzeug bereitgestellr,
das ungeradzahlige Spektrum auszurechnen. Wir äupern zum Schlup noch die
mutung, dap Ausdrüeke analog wie in (6-g) auftreten, nur dap nun n++n_
geradzahlig sein mu0, sowie Oa[i UeiOe Anteile zusammen das volle Spektrum
geben. Das Spektrum hätte somit das Aussehen

auch

Ver-
un-
er-

= (n**t)

E" + vvv+- f v1-v- hr e lv,

Va F (rl_ + 4)v- 4
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Anhänge

A1: Die greensche Funktion der Oszillatorgleichung

Die gesuchte Funktion ist gegeben durch

-qrlel ^ut
Ar-r lt*) = 9--''t' = e

a\b n \w
,j (tl ü

na

Zum Beweis berechnen wir die im Distributionssinne (s.z.B. l4l)

?."l/fi uurt

Ar-2 3rr) = ;t -(J Jtt) #r 4t1U)
*J't*r{4)

-rIö /

= c^r.- 3(t) - #
und damit ergibt sich die Behauptung

A,-s f,(L/ =1('t1tAt i(t))'
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A2: Die Funktion Z (t)

Az_L _a*L-. Trcr = I ,1, ;-f 
rrt- tl 

"- 
nl s I

c

o -coftLt-s) +ls 'j' , -c,,(tlt-s)--r?s= Jls e t \J, t*"-
-a,2 0

'aA
I c,(lLl-s)-*ß5

t)Js e

Ir.l

--nlLl t<+ -t^llt{ ztl
= e 

- 

'l- e ,t.l-r.Crt- ja r( - tP 
.
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A3: Definitionen und wichtige Eigenschaften der Fourier-Reihen

Sei f: [-T, T] 
-]0, 

stetig und rektifizierbar. Nach dem Satz von Dirichlet (s.u.)
ist f in eine Fourier-Reihe entwickelbar

o"l 1H =l+
mit den Fourier-Koeffizien

As-z 4n : 4
?T

t" 3.I
T"

i*5+
-LLrr€'

ten

T

.JJt /t+1e-'
-r

weniger ersichtlichenSie erfüllen die mehr oder

1.

2.a

2.b

f(r) € lR.

f(t) = f(-t)
f(t) = -f(-t)

a

Beziehungen

I-m

I-m

-l-m

f*
IM

fm

frn

1. + 2.a

1. + 2.b

/-\ c _\ 
-/ 

lm

<-:> fn = i

Refm f

Im fin +

?.c.

?.b.

Der mit einer stetigen H: [-T, Tl2 
-) 

0

l'f (t ,s) 4ts1

erklärte lineare OperatorFun

T

J
-7

ktion

JsA3-3

der elne stetige
sich

1(t) =

40

Funktion f ln eine stetlge Funktion g fiberführt, transformiert



A3-4

wobei

Jt^^ = T Fl* n '{,

lt ,ls
i,"-Ict'

T

JJ
-l

4s
I

durch

i,-3
(

-;*{+
As-b H"" = + H(t,s/ e

'tJ*.
- i.

Hmn* = H-m-n

H*(t,s) = H(-t,-s)

definiert wurde. Die Umkehrung ist
'/

As-6 l-l lc,s) =3. 2 e( /_,t hrh

gegeben.

Auch für die Hrnn gelten die wichilgen Beziehungen

H(t,s)c lR <:>
Hnn ;lK <:>

I.

D

Zum Schlup sei noch nach [5] der Satz von Dlrjchlet leicht modifiziert zitiert.

Satz (Dlrlchlet): Sei die Funktion f: I-T, Tl-t C auf endlich vielen Teilinrer_
vallen des Definitionsbereiches monoton und stetig, und existieren
an den unstetigkeitsstellen sowie den Intervallgrenzen die rechts-
und linksseitigen Ableitungen.

Dann konvergiert die f'ourier-Reihe von f im Inneren der Inter-
valle gegen f, an den unstetigkeitsstellen gegen das arithmetische
Mittel des rechts- und linksseitigen Grenzwerts von f, und an
Grenzen des Definitionsbereichs gegen das arithmetische Mittel der
Grenzwerte von f an den Grenzen.
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A4: Die Fourier-Koeffizientqn der auftretenden Funktionen

slnfq
A4- 1

-

.ir

Sie folgt aus der Tatsache, dap nach dem Satz von Djric.h.lef eax entwickelbar ist
und aus der Berechnung der Fourier-Koeffizienten nach (Ag-2). Die hyperboli-
schen Funktionen ergeben sich damit unter Beachtung von (3.2-9) zu

Die Fourier-Koeffizienten der Funktionen
Lösung bestimmen, erhalten wir aus der
Intervall (-tt,'lD:

t

und die Fourler-Koefflzienten sind

g+-(t), die die homogenen Anteile der

Darstellung der Exponentialfunktion im

I c^tri,( i/f?at il" e

A4-z &rL = ,1" 
"O+ = o "in*

sLr, a .(̂-rl

-

(t
dt + .(

t ui'( liyL,uL: /.ntI

aYe= :

^

I

u
ii 2

,(
ca)<

t
T

o(7 t.(a

A4-3 lrt =
*oo,

1(

.4{(-4) ;q-a.

.l ,(
?at 

"" 
-/"

Durch elne geeignete

übergehen derart, dap

Umskalierung
(3.3-2) eilt.

können wlr zu neuen Koeffizienten g+-l

Berechnen wir die

s,Ln <

42
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A4-4 y(t) =

.l

?\^

Ä

#l l),' "-''nt .''t 
-'lr 

{"':i'n+' 
" 

rt -rr]

?

.!,
zT

- *c^lT
a

4

-.

c.* +t.T)

(-rf .@k

f,,-
t

t^rt
tt

-rr<\t
€.

k
TL

?-'ry({"o

-')-;(+(€-l , "I-

Ersetzen wir wieder gemäp (9.2-g), so erkennen wlr, dap es sich bei den letzten
beiden Summanden um eine Linearkombination der g+- handelt. Den verbleiben-
den ersten Summanden bezeichnen wir mit

rG
-r,.(tt:*e{
a.L + -1,' '

behauptete Darstellung (3.3-2).

il :::".::tl.t_Uo"t 
Fourier-Koeffizienten von 7 benötigen wir zunächsr diejeni-

o-r'tof. n-el t-sl i*nf
€((

Das Ergebnis des t-Integrals kennen wir schon. wir brauchen ledigiich in (A4-4)
den vorfaktor r/(Zmc't) wegzulassen, ? durch s zu ersetzen, und mit ermr s,/T zv
rnultiplizieren. Die nachfolgende s-Integration ergibt für den ersten summanden
lm wesentlichen ein Kronecker-Delta. Die beiden letzten lassen sich auf (A4-z
bzw. 3) zurückftihren. hlir erhalten

A4-5 3"^n) = ft_ *. I

Damit ergibt slch unmittelbar die

T
A4-6 # |t'lL/s

-T
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2 c^t C !n^
A4-r .fli Orr" -(-r/ '

c-r l (.+/'

-2erT4-e
T

oo7 / 'n (H'
(r'* lrll) '(,-'n I.^''{1?/ '

Darstellun8 für/ rm.
Zusammen mit (A2-t) folgt dann die in (3.2- 10) behauptete
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A5: Die geometrische Reihe eine{___epe_Ig!9_t!_U4!09

Satz: Seien Mo und Mr zwei lineare Operatoren

llr'l'll *llu{l ( 1. Dann eirt mir

Ab-l u\.o =7 n!
hro

in einem Banaci-Raum, und sei

Bewels: (a)

A5-2

Die Normkonvergenz folgt direkt
schen Relhen tiber die Normen.

(b) 1. Auch die Existenz
sie mit den Normen statt

aus der Konvergenz der geometri-

As-s ll /'trll

A5-4 ll M" ,/'(,ll S
ll 

^,{. 

ll
,l - Ilk.ll

45

@)JLo "owie I (Mo + Mr)n existieren normkonvergent.
hra

(b) Es eilt

e
T

h:O

(/ ontt.)' = J4o - f tl4^ Jl)k
k:o

der rechten Seite

mit den Operatoren

,l

4-il11,tl

und damit nach Voraussetzung

. ll u,ll

ll A, lr

zeigen wlr, indem wir
ausrechnen. Es giit

woraus dle Exlstenz des Grenzwertes folgt.

-1



2. Die linke Seite erfüllt die Beziehung

As-s (l't,ttt^1. (L.[{.SJ = (L.l.|.SJ - f

oder gleichwertig

-4
- A5-6 (L-H.S.) =(I-l"lo-l\4^)

sie ist aaaurctr atso schon eindeutig bestimmt. wir brauchen also
nur noch zu zeigen, da9 auch die rechte seite (As-b) erfüllt:

A5-z (rr.+ M^l'( (l.H.t'l = (A"-f )I,( 
^4^ 

'fl)'
6,

r f (m./t,)k I
h=o

qed

_l

46



A6: Die Berechnung der Summen ilber0 r

wir formulieren und beweisen zunächst einen Satz unter dessen Voraussetzungen
sich alle benötigten Summen einordnen lassen.

fatz: Sei-en cr C q für I eäzanlen, für die es ein M€f( sowie ein Lo€M gibt, so

daß gltr

I ) Lo =__> lcrf < Ir,ttr.

Mit der Bezeichnung

gilt dann:

(a) Die Summe

?tk,yr")
ry

= 7 7 ct g: tYt\,"/
/< h:4

,('* &, /.1\
konvergiert auf

D = {(r,Y,t/, 
C'l ts,vtY 3)lct

gegen eine analytische Funktion der Variabelen x,V,z.

(b) Für jede Funktion 1|?' 0

#, = z auf C gilt
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A6-1 ?tx,'y ,e/ =

Die Summe Pr(x,y,z) =
analytische Funktion

Icl {,--rT, f r,, ri -fir-J[[, ] ifa({tt*Y1n

= (. (xr Y,?/ '

Bewgis: (aT
e
z

h!,r Jrn(x,y,z) konvergiert auf D gegen die

A6_2 D tr, y ,? / 4 - 3.f r,Y,t/

sle läßt sich lokal durchlc.tr(x,y,z)f mit einer geeigneten positi-
ven Zahl c, die nicht von I abhängt, abschätzen. Die summe über
Pr ist deshalb als lokal gleichmäplg konvergenter Grenzwert ana-
lytischer Funktionen ebenfalls analytisch.

(b) Die Behauptung folgt durch direkte Umforrnung von (A6-2):

t
A6-s ?, t* r,/,t ) =

t
(1(r'Yl *-r' -it*'y | - 7*{ (r-)))'({ rx+y) +'(1

?
(it**y,; *{')l - { u-rtl -?
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Mit den Ersetzungen

.L ljc
A6-4 ? : .",

erkenneft wir, dap Dr

A6-5 Dr=

A6-7

ein und berechnen

A6-8
X +'('

z
(i)'

1.

, X= {- , Y : ß

= J-t(*,y,r) eilt. Damit haben wir

4 t- ?"(x,Yr+)-

Die cr, die nun bei der Berechnung der Summen

A6-6 t, D 3. (t) )G)

auftreten, enthalten alle
die Abkürzungen

Yt i 1t*

#)J =

49

(*-Ylz

r (e 0u')LL)

einen Faktor l/(x+12) oder 1/(y+Iz). wir führen noch

nY) l

qed

'( q *?, tr ..l ,*))

,{,
= *-; 14

=4
X +,(a

4t4
-- Y--X \ x+'("



t
r,k( I .(+'Y-

Hierbei haben wir lm letzten Schritt von der Beziehung

44A6-9 e
x* - K tr'-Y

1'

Gebrauch gemacht, die zum" verschwinden der Terme proportionai l/(x+lz) führt.
Für den zweiten Fall genügt-äs x mit y zu vertauschen.

Für die (e)gr11r1 ergibt sich damit eine Linearkombination der Summen

, ;lt*
A6-10 Z (-, )' 1 -I r\,/ J"-(Ft+ 

t/- Yt +/t

und für (eDet)(t) eine der Summen

l+*'(' y_-x

A6-1 I
,( <;'o I

yt +/"
Die Proportlonalltät zu den hyperbolischen Funktionen folgt hierbei nach (A4-2).
Führen wir noch die Resubstitution der Parameter durch, so erhalten wir in der
Tat (3.4-4), was zu zeigen war.

e'1
A6-12

?4'tt? Yt +,(t
Führen wir noch eine Argumentverschiebung um T durch, so erhalten wir das
alternierende Vorzeichen. Damit werden die summen nach (A4-z) zr)

nti. (.?eo(?))(r) sind die summen

A6-13

*t-?tl-r
2
1,

T

I -l
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wobei die Funktion argt(t) durch Verschiebungen um ZT dafür zu sorgen hat,
dap das Argument immer im Intervall [-T, T] liegt. Beachten rvir noch die Sym-
metrieeigenschaft des cosinus hyperbolicus, so können wir für ".et(t) schreiben

: T-tt-tl' A6-14 atn*(L)

Dies zusammen mit (A6-8) und der Resubstitution der parameter ergibt (g.g-Z).

t.
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A7: Die Bereehnung einiger Integrale zur Bestimmung

des Integralooerators

ntA-rl . 
"tv(s-6)

.rrt i v,l
= e .J/r€(-otv)s

rrl+vf (-x !v)S
e ,.e

= -JI t V

JJs e

n(t-s) t,Avts-$) l

JJse '[ y'^v{s-flf 
-r*uc 1_*-,,/sl

! [ g*'-ut . er-'r+v)s 
(J) "* ' €' 

J
-tI L -Jr +v

erLrc-:/ 1 
n&v(s-$") + v tl^ trs-:1 

)
= t-r* tJLtt^u{s-f) 

+vsl^vts-ü) /
V--Jt \ 

T

i rs;or-s (i::) =ir,-4({s) (t,':,)lJ'(s<nre-v( t';
_-1 r

't-r r'!^'L\ -JtT1'AntltL&'f''Yl^'l ))l
= 

-Ll-rl.(ä:;),;" 
'I i"i(n4'] rv'r-t'1) ll

vt-.

:)

u1+)
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- .R lt -sl 
r,l^v(T- I s-tt/ :T

J Js e
-1

r. 
)

- (r -1))

+

T

IJ
t

,'t^ ttt - v slnur 
')^" 

t )]
= L^.[-rz gl^r(T- t'r-t)) +

- ut-d L -- 
-n-T

f

-Jt(t-t) ,, j!n, T€ 'V

'.) t
?

J

-T
t

IJ
t
r

FJ
t

--l ( f -s/
Js e ,l^v[ s-tt-rt/

_ Jr ({-s/ 
+ T )lJs e J"v(s-(t

[ <t
t
Jrs
-T
't
Jr.
t

- n(( -s) t

"-"" 
'- 

J^ u(s

"o'r 

-s) 
' t'!"v (' - tt-T)/

3 ra -s/ 
,fuv ( s - (t nT))

Js e

>T

+ a( &-5/

Js € J,;( s-(ttl)/
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,ot 
^ t* (L ((b-?/'u''L'v 

T
= L l-r. J^'(T-(F-t)) 

t
vl- jt L

r q --rt T ( n Jn u^c ,A ttt v s/n' T 
't^ 

tt' 
'l

-_n lf - sl 
,A rft - tr -tt)

- nt- *fit t

--nT
t

1.) + l-7 =

T. :,

( o(s €
)

-T
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i /1 ,tu, -- (vt.vl '/^uT t T
-T

T ? - =ls!^r\JJ, *ur v
:

-T

i.lr ,(^urr r.!^ur = #-,
-T

jr. Au,t sLw =

-T

" & "rT 
ed . ( u, &ur\ - v- Ll^uI )

V*? - v-?

? . - ["- &"J &r-T -
ut'?- u-t L t

A8: Diet -Integrationen

u-,J^v-T t!""rTl

: "fu,red ?r&voT- u-o[/,r-T )
..rJ- 11

Der Beweis erfolgt durch Differentiation nach T unter Beachtung von

.4(t) =/(-t) =) Iirr,{k) = 74n)./ 
"{T _r
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A9: Die greensche Funktiqn bei c=0

Die greensche Funktion des freien
des Aussehen

Stelle (1,1)=O folgen-

.'(1"(g

Oszillators

-?T (

e

hat an der

t +2n)b

Ae_l G[o) =

&
2

h:o

- krT
eo

AP

z
h=O

ö^rr) .(e-Ic'T)n

Die (n sind hierbei das übliche orthonormierte System von Eigenfunktionen. Nach
[6] erfitllen die Rekursionsformeln

O: 1r"-?t K.tn*n,p Io/ V.^(o)

Ae-s cgl"t,t = 7t(01
4 -3'r'.. (zr-"

A9-2

bzw.

Daraus folgt

-L . L( . 6 ' .. (zr)
.....(-{-url)

q] @t
(-{ ).f-i- t). F4 -?)

tjt

,1

Ft)
4 - ? + ]

(-rt\

h

qltot
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A9-4 6f o) =

__T
.4l( o) '4 '

^ -,l7
Q: (o'l ' <

€

t ü)G e-u"t)n
h:d

Qo(
I

-{ z s'Lz -T '

Die Normierung der Grundzustandswellenfunktion entnehmen wir
erhalten so ftir G(0)

ebenfalls [6] und

A9-5 G(o) 'tft s.Az.T

r
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in Il]: Kapitel 2.

in [2]: Das Kapitel ilber polaronen.

in [3]: Die Abschnitte ilber Integralgleichungen, insbesondere solche mit voil-
stetigen Integralkernen.

in [4]: Allgemein zur Einftihrung.

in [5]: Abschnitt 4.4.t.L.

in [6]: Anhang 8.3.2
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Konventionen und Symbole

Gemäp der Konvention, die wir hier verwenden, erstrecken sich integrale ohne
Angabe des Integrationsbereichs über die gesamte reelle Achse. Die Summen ohne
Angabe des Summationsbereichs laufen über die ganzen Zahlen, wobei Iionvergenz
der Summe nur dann vorliegt, wenn beide Teilsummen über die positiven bzrv. die
negativen Zahlen im üblichen Sinn konvergieren.

7/ (r) : (c) k (r) = 3,,uG(cft))? .A"G

)c

,u(c)

I

-cJl -
= { l-n' X{(rt'-u t 

-

vt:

J'r([) 3(t-r)
(t)f 

^1^ft) : [:.
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4=
ft( =

At =

A_

lU-

Ä*(v-t-

M* ( v-'

r1 {- v1 UrrT

Mt = JL +V1 J\v.sT

( u*t-rf ) -

I u*t - ",f ) -

y)

t-t ,,W" - ü'c-LJ*'v

) Xrt;^rr"' \Y*'h'"

/".

Lt^

x4

\-tt
/4r',-' (YLY/: ti
;"-/*r**t6 (x DV) =

,.*l (( r-.,)(ll

x, Lr,^. Y*

L L 
** t-i.ol/ Y,J

* inL
=/€ I ...t .

I

t x) (y J,*
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4,;*)r;> J

,1.* tr* { h-

H"f.14

({+t ) c^r

c?* 
=!rc'-'s)z-t1 t

,r^Jr^r^ 1J-'k ',U SPd"]*^"'^^ Grf'' "/^j-Ur)
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